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Resumo
Liliana Margarita Romero Cueto, Ana´lise de Sensibilidade vibroacu´stica de Paine´is
Aerona´uticos Reforc¸ados. Campinas, Faculdade de Engenharia Mecaˆnica, Universidade
Estadual de Campinas 2007, 100 p. Dissertac¸a˜o (Mestrado).
O comportamento de sistemas acoplados fluido-estrutura pode ser modificado pela presenc¸a
de defeitos estruturais. O estudo desta modificac¸o˜es, usando me´todos nume´ricos de sim-
ulac¸a˜o, permite aos engenheiros, estimar o novo estado do sistema a partir a avaliac¸a˜o da
variac¸a˜o da resposta dinaˆmica e vibroacu´stica. Desta forma, a ana´lise de sensibilidade da
resposta do sistema, permite verificar a viabilidade da aplicac¸a˜o das te´cnicas apresentadas,
em te´cnicas de detecc¸a˜o de falhas, controle de ruido e otimizac¸a˜o estrutural. Este trabalho
apresenta um estudo do comportamento vibroacu´stico de paine´is aerona´uticos reforc¸ados e
a ana´lise de sensibilidade da resposta, destes sistemas, na presenc¸a de falhas estruturais.
E´ elaborado um modelo estrutural baseado na teoria de cascas e vigas que e´ acoplado a
um meio fluido acu´stico interior bi e tridimensional. O me´todo de Elementos Finitos e´
usado para a soluc¸a˜o das equac¸o˜es que governam o comportamento acu´stico-estrutural do
sistema acoplado, adotando a formulac¸a˜o na˜o sime´trica, com os deslocamentos e presso˜es
como varia´veis inco´gnitas dos domı´nios estrutural e acu´stico respectivamente. Sa˜o apresen-
tadas te´cnicas anal´ıticas de ana´lise de sensibilidade da resposta em frequ¨eˆncia, estrutural e
acu´stica, em relac¸a˜o a`s modificac¸o˜es estruturais. A precisa˜o nume´rica dos me´todos de sen-
sibilidade, propostas para o caso vibroacu´stico, e´ avaliada usando-se a te´cnica da Diferenc¸as
Finitas como refereˆncia. Com a finalidade de validar os modelos implementados, sa˜o apresen-
tados alguns testes representativos. Na modelagem de paine´is aerona´uticos, dois modelos de
fuselagem de aeronave sa˜o apresentados. Sa˜o calculadas resposta estrutural e vibroau´cstica
e ana´lise de sensibilidade da resposta para modelos de fuselagem 2D e 3D na presenc¸a de
vii
modificac¸o˜es estruturais.
Palavras chaves: Interac¸a˜o Fluido-Estrutura, Ana´lise de Sensibilidade, Me´todo dos
Elementos Finitos.
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Abstract
Liliana Romero Cueto, Structural-Acoustic Sensitivity Analysis of Reinforced Aircraft
panels. Campinas, Faculdade de Engenharia Mecaˆnica, Universidade Estadual de
Campinas, 2007, 100 p. Dissertac¸a˜o (Mestrado).
The behavior of coupled fluid-structural systems can be modified due to presence of located
structural defects. The study of these modifications, by simulation, using numerical meth-
ods, allows engineers to predict the new state of the system from the evaluation of structural
and acoustic responses. Sensitivity analysis of acoustic and structural responses, with re-
spect to structural geometry modifications, allow to verify the viability to apply techniques
to be presented in this work for damage detection, noise control and structural optimization.
In this work a formulation for vibro-acoustic sensitivity analysis of aircraft stiffener pan-
els under structural defects is presented. Shells and beams structural elements for two and
three-dimensional models coupled with an interior fluid domain are formulated. The Finite
Element Method is used to solve the structural-acoustic coupled governing equations, adopt-
ing structural displacements and fluid pressure as variables. Structural and vibro-acoustic
sensitivity techniques, with respect to structural modifications are presented. The accuracy of
sensitivity methods is estimated using the Finite Difference technique as a reference. Respect
to aircraft panels models, two fuselage models are described. Dynamic and Vibro-acoustic
response and response sensitivity with respect to structural defects are calculated.
Key words: Fluid-structure interaction, Sensitivity analysis, Finite element methods.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
1.1 Motivac¸a˜o e relevaˆncia
O estudo de estruturas aerona´uticas tem sido um importante to´pico de pesquisa nos u´ltimos
anos. A bases de dados ISI Web of Knowledge registra, nos u´ltimos 10 anos, mais de mil
trabalhos desenvolvidos nas a´reas de otimizac¸a˜o de estruturas aerona´uticas, reduc¸a˜o de ruido
interior, projeto de componentes, detecc¸a˜o de falhas. Uma das ferramentas mais utilizada,
para a abordagem destes problemas, tem sido a modelagem computacional dos fenoˆmenos
estudados, mostrando-se desta forma a grande importaˆncia desta ferramenta no estudo de
estruturas aerona´uticas.
A estrutura de uma aeronave e´ constru´ıda principalmente por paine´is aerona´uticos. Estes
paine´is sa˜o geralmente formados por um revestimento e por reforc¸adores meta´licos (Niu,
1988). Um painel que se apresenta trincado ou danificado pode ser recuperado rebitando-se
ou colando-se um reparo sobre a regia˜o danificada (Duong et al., 2006). Nestas circunstaˆncias,
o comportamento vibroacu´stico do sistema aerona´utico, cabine-fuselagem por exemplo, pode
ser alterado, gerando-se e transmitindo-se ruido interior. O estudo destas alterac¸o˜es, seja pela
presenc¸a de defeitos seja pela presenc¸a de reparos, permite aos engenheiros prever o novo
estado do sistema a partir da avaliac¸a˜o (nume´rica e experimental) de grandezas estruturais
e acu´sticas.
A ana´lise da sensibilidade, definida como a derivada de uma quantidade com relac¸a˜o a
um nu´mero qualquer de varia´veis independentes, permitira´ estimar a influeˆncia da presenc¸a
de danos estruturais, no comportamento estrutural e vibroacu´stico de um sistema.
Assim, o escopo principal desta pesquisa refere-se a` simulac¸a˜o do problema acoplado
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fluido-estrutura, presente num painel aerona´utico, e a determinac¸a˜o da sua sensibilidade na
presenc¸a de alterac¸o˜es estruturais.
O problema de interac¸a˜o fluido-estrutura ocorre em va´rias a´reas da engenharia e em boa
parte destes problemas o comportamento da estrutura e´ influenciada significativamente pela
presenc¸a de fluido. Desta forma a importaˆncia do estudo do problema acoplado para esta
aplicac¸a˜o torna-se evidente.
1.2 Objetivos e contribuic¸o˜es
O objetivo principal desta dissertac¸a˜o e´ elaborar uma ferramenta computacional dedicada a`
ana´lise sensibilidade vibroacu´stica de paine´is aerona´uticos.
Para levar a cabo o objetivo proposto podem-se destacar os seguintes objetivos espec´ıficos:
• Elaborar um estudo bibliogra´fico sobre os tipos, soluc¸o˜es construtivas de estruturas
aerona´uticas, mais particularmente, para os paine´is aerona´uticos reforc¸ados.
• Implementar e testar elementos de casca fina, com aproximac¸a˜o de alta ordem, e de
casca espessa com aproximac¸a˜o de baixa ordem para os deslocamentos.
• Implementar um mo´dulo de ana´lise acu´stica tridimensional no dominio das baixas
frequ¨eˆn-
cias, baseada na te´cnica de elementos finitos, e montar o sistema acoplado vibroacu´stico.
• Aplicar o modelo nume´rico em casos de paine´is aerona´uticos t´ıpicos, usando-se os ele-
mentos de casca para a modelagem do revestimento e os de viga para os reforc¸adores.
• Implementar me´todos eficientes de ana´lise de sensibilidade para problemas acoplados
fluido-estrutura.
• Efetuar uma ana´lise de sensibilidade vibroacu´stica a` presenc¸a de defeitos em regio˜es
localizadas de modelos representativos.
A principal contribuic¸a˜o desta dissertac¸a˜o para o grupo de pesquisa em que se insere,
foi a implementac¸a˜o computacional de mo´dulos para soluc¸a˜o de problemas acoplados fluido-
estrutura para o caso elastodinaˆmico e o desenvolvimento e implementac¸a˜o de treˆs me´todos
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diferentes de ana´lise de sensibilidade. Estes mo´dulos sera˜o adicionados ao ja´ existentes no pro-
jeto computacional MEFLAB, programa em desenvolvimento no Departamento de Mecaˆnica
Computacional da Faculdade de Engenharia Mecaˆnica da UNICAMP.
1.3 Organizac¸a˜o do texto
Esta dissertac¸a˜o esta´ dividida em cinco cap´ıtulos principais, explicados a seguir:
No cap´ıtulo 1 apresenta-se uma descric¸a˜o da evoluc¸a˜o no estudo da modelagem de es-
truturas aerona´uticas, assim como o estudo do comportamento vibroacu´stico das mesmas.
Tambe´m apresenta-se um resumo das principais formulac¸o˜es existentes para analise dinaˆmica
e ana´lise de sensibilidade de problemas acoplados fluido-estrutura.
O cap´ıtulo 2 apresenta a descric¸a˜o da teoria te´cnica e implementac¸a˜o computacional da
modelagem por elementos finitos dos diferentes elementos estruturais que constituem um
painel aerona´utico.
O cap´ıtulo 3 trata da formulac¸a˜o de problemas acoplados fluido-estrutura, adotando a
formu-
lac¸a˜o Langrangiana Euleriana (u − p) para a modelagem dos domı´nios estrutural e fluido
respectivamente e a soluc¸a˜o do problema usando o me´todo de Elementos Finitos.
No cap´ıtulo 4 sa˜o descritos treˆs me´todos de ana´lise de sensibilidade (direto, adjunto e das
diferenc¸as finitas) e a aplicac¸a˜o destes me´todos em problemas dinaˆmicos e acoplados.
Finalmente no cap´ıtulo 5 apresenta-se a metodologia adotada para a validac¸a˜o dos mo´dulos
implementados e na segunda parte apresentam-se os resultados obtidos utilizando o software
desenvolvido (resposta estrutural, resposta vibroacu´stica e ana´lise de sensibilidade) em difer-
entes modelos de fuselagem de aeronaves.
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Cap´ıtulo 2
Revisa˜o bibliogra´fica
Neste cap´ıtulo sera´ apresentada uma breve s´ıntese bibliogra´fica sobre o estudo das carac-
ter´ısticas vibroacu´sticas de estruturas aerona´uticas, visando ilustrar apenas os principais
tipos de modelos adotados nesta a´rea. O estudo se concentra nos trabalhos relacionados a`
analise do comportamento vibroacu´stico de fuselagens, usando o me´todo de elementos finitos
como ferramenta para aproximac¸a˜o nume´rica. Tambe´m sera´ apresentada uma revisa˜o da
literatura ba´sica sobre modelagem de problemas de interac¸a˜o fluido-estrutura e ana´lise de
sensibilidade dos sistemas acoplados.
2.1 Modelagem vibroacu´stica de estruturas
aerona´uticas
Muitos trabalhos teˆm sido desenvolvidos nos u´ltimos anos com o objetivo de estudar o com-
portamento esta´tico e dinaˆmico dos componentes estruturais das aeronaves. Por outro lado,
poucos trabalhos significativos dedicados a` ana´lise vibroacu´stica da fuselagem de aeronaves,
foram encontrados na literatura. Na sequ¨encia sa˜o revisados somente alguns trabalhos con-
siderados representativos destas a´reas, com eˆnfase para os trabalhos que utilizaram o me´todo
de elementos finitos.
A ana´lise estrutural de fuselagens de aeronaves esta´ associada com as primeiras con-
tribuic¸o˜es do me´todo dos elementos finitos ocorridas no inicio da de´cada de 60. Uma breve
visa˜o histo´rica deste per´ıodo pode ser encontrada em Cook et al., 1989, e na˜o esta´ inclu´ıda
nesta revisa˜o.
No inicio da de´cada de 70, Yurkovich, 1970, analisa o comportamento dinaˆmico de paine´is
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planos reforc¸ados usando o me´todo de elementos finitos. O painel e´ dividido por superf´ıcies
retangulares limitadas por reforc¸adores, simulando a configurac¸a˜o estrutural de aeronaves,
em particular o caso das fuselagens. Neste modelo, usam-se elementos de placa triangular de
treˆs no´s para modelar o revestimento e elementos de viga para os reforc¸adores com efeitos de
flexa˜o, torc¸a˜o e cisalhamento inclu´ıdos. Ambas as configurac¸o˜es, painel e viga, possuem no´s
comuns.
Grosveld, 1998, Buehrle, 2000 e Grosveld, 2002, compararam, com resultados experi-
mentais, os resultados de simulac¸a˜o do comportamento dinaˆmico estrutural de fuselagem de
aeronaves. Os trabalhos foram desenvolvidos sobre dois tipos de estruturas de fuselagem
reforc¸ada. O primeiro deles e´ o ATC (Aluminium Testbed Cylinder), o qual, e´ modelado
acoplando cascas cil´ındricas com reforc¸adores longitudinais, cavernas, placas de fechamento
e domos, como mostrado na Figura 2.1. Para a ana´lise da casca sa˜o usados elementos
quadrilaterais de 4 no´s. Os reforc¸adores sa˜o modelados com elementos de viga (modelo de
Timoshenko) e sa˜o acoplados a` casca, atrave´s da implementac¸a˜o de elementos com a linha
neutra deslocada. Foi realizada a predic¸a˜o das frequ¨eˆncias naturais de vibrac¸a˜o para 6 con-
figurac¸o˜es de montagem dos componentes do cilindro de teste. A segunda estrutura, avaliada
por estes autores, e´ um painel de alumı´nio reforc¸ado, representativo da construc¸a˜o de aeron-
aves. Neste caso foram usados treˆs configurac¸o˜es diferentes para a modelagem por elementos
finitos. Uma configurac¸a˜o simples, que consiste em modelar os reforc¸adores usando elementos
de viga unidimensionais, acoplados ao painel com deslocamento da linha neutra. Na segunda
configurac¸a˜o, modelam-se os reforc¸adores com elementos de placa lineares bidimensionais.
Na terceira configurac¸a˜o, chamada de h´ıbrida, as sec¸o˜es das cavernas com entalhes foram
modeladas com elementos de placa e os reforc¸adores foram modelados com elementos de
viga.
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 Cascas
Reforçadores
longitudinais Cavernas Placas Domos
Figura 2.1: Componentes prima´rios do Aluminium Testbed Cylinder, adaptado de Grosveld,
1998
Os trabalhos na a´rea de modelagem vibroacu´stica de fuselagens sa˜o mais recentes. Na
de´cada de 90, Boily and Charron, 1999, estudaram o comportamento vibroacu´stico da
fuselagem de uma aeronave modelada por elementos finitos, usando elementos de cascas
cil´ındricas simples com e sem material visco-ela´stico associado. No trabalho de Boily and
Charron, 1999 a formulac¸a˜o por elementos finitos do problema acoplado acu´stico estrutural
e´ baseada em aproximac¸a˜o variacional, usando o campo de deslocamento da estrutura e o
campo de pressa˜o da cavidade acu´stica como variaveis do problema. O modelo por elemen-
tos finitos conte´m quatro partes ba´sicas, a casca cilindrica, duas placas r´ıgidas e a cavidade
acu´stica, como mostra a Figura 2.2. A malha adotada para este modelo e´ baseado no crite´rio
de cinco ou seis elementos lineares por comprimento de onda e o intervalo de frequ¨eˆncias de
interesse para a ana´lise vibroacu´stica varia de 80 ate´ 400 Hz. Nota-se neste caso, a dificul-
dade de representar os fenoˆmenos vibroacu´sticos em frequ¨eˆncias mais elevadas, sendo esta
uma das desvantagens do uso do me´todo dos elementos finitos para este tipo de problemas.
Pesquisas na a´rea de elementos de alta ordem ou espectrais, tem sido realizadas intensiva-
mente para se disponibilizar paraˆmetros apropriados para frequ¨eˆncias mais altas (Pavanello
and Neto, 2000).
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 Figura 2.2: Modelo por elementos finitos de cascas e placas, Boily and Charron, 1999
No que se refere a` resposta vibroacu´stica de sec¸o˜es da fuselagem de aeronaves, Herdic,
2005 apresenta um estudo visado a reduc¸a˜o de ru´ıdo interior. Neste caso, a modelagem e´
feita usando elementos finitos para modelar os meio estrutural e acu´stico. Usa-se um co´digo
computacional espec´ıfico denominado SARA-3D, que inclui o ca´lculo de deslocamentos da
estrutura (u) e a pressa˜o do fluido (p) no interior da fuselagem. O revestimento da fuselagem
e os reforc¸adores sa˜o modelados com elementos de casca, uma vez que os elementos de viga
sa˜o inadequados devido a` faixa de frequ¨eˆncias de trabalho. Pela simetria da estrutura, e´
modelado so´ um quarto da fuselagem, como mostrado na Figura 2.3. As placas de fechamento
ou revestimento, entre as cavernas e reforc¸adores, foram modeladas com 6x6 elementos de
casca. Usam-se 3 elementos de casca nas cavernas e um elemento de casca nos reforc¸adores,
como pode ser visto no detalhe na Figura 2.3. Os elementos estruturais sa˜o acoplados com
elementos acu´sticos no interior e no exterior da fuselagem. A condic¸a˜o de meio externo
infinito e´ aproximada fazendo-se um truncamento na malha com dimenso˜es apropriadas.
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Figura 2.3: Elementos finitos de 1/4 de fuselagem. a).Elementos estruturais b).Elementos
acu´sticos, adaptado de Herdic, 2005
No presente trabalho, as placa de revestimento da fuselagem sera˜o modeladas com ele-
mentos de casca e os reforc¸adores (longarinas e cavernas) modelados com elementos de viga
ou casca. O modelo sera´ desenvolvido em um programa dedicado, para permitir a inclusa˜o
de novos estudos sobre defeitos e reparos estruturais neste tipo de configurac¸a˜o. Por tanto
sera´ necessa´rio especificar e implementar os elementos estruturais de casca e viga tridimen-
sionais e de fluido tridimensional. Um modelo simplificado bidimensional composto de vigas
e elementos de fluido acu´stico tambe´m sera´ implementado.
2.2 Problemas acoplados, Interac¸a˜o fluido-estrutura
De uma maneira geral os problemas de acoplamento sa˜o aqueles onde dois ou mais campos
f´ısicos esta˜o presentes e interagem entre si. Este tipo de problema pode ser classificado em
duas categorias (Zienkiewicz, 1984, Poel, 2005):
Classe I ou acoplamento por volume: Conte´m problemas onde os va´rios domı´nios
se sobrepo˜em (total ou parcialmente). O acoplamento ocorre via equac¸o˜es diferenciais e
normalmente refere-se a diferentes fenoˆmenos f´ısicos. Um exemplo deste acoplamento ocorre
em materiais piezoele´tricos, onde os dois campos f´ısicos presentes, ele´trico e mecaˆnico, esta˜o
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sobrepostos. Outro exemplo t´ıpico de acoplamento por volume, encontra-se na modelagem
de materiais poroela´sticos e poroacu´sticos, onde uma fase fluida e´ sobreposta a uma fase
so´lida representativa do esqueleto ela´stico do sistema.
Classe II ou acoplamento por superf´ıcie: Conte´m problemas onde o acoplamento
ocorre nas interfaces dos domı´nios, por meio de condic¸o˜es de contorno. O acoplamento deste
tipo pode ser visto em problemas de tipo fluido-estrutura (reservato´rio de l´ıquido, escoamento
em torno da fuselagem de um avia˜o, etc.) onde os domı´nios esta˜o espacialmente separados,
mas interagindo pela interface.
O problema acoplado que sera´ desenvolvido nesta pesquisa e´ da Classe II: interac¸a˜o
dinaˆmica fluido-estrutura. De uma forma geral, a interac¸a˜o esta´ relacionada com o fato de
que um meio fluido exerce pressa˜o, atrave´s da interface, no meio so´lido causando-lhe deslo-
camentos e deformac¸o˜es, que por sua vez modificam o campo de pressa˜o do fluido. Este tipo
de interac¸a˜o origina problemas relacionados a`s alterac¸o˜es no comportamento vibrocu´stico de
estruturas aerona´uticas.
Inu´meras aplicac¸o˜es envolvem problemas de interac¸a˜o fluido-estrutura: projeto de aeron-
aves sujeito a carga aerodinaˆmica, ana´lise de embarcac¸o˜es submetidas a cargas hidrodinaˆmicas,
ca´lculo de pontes e barragens, ana´lise vibroacu´stica de ve´ıculos e componentes, fadiga soˆnica,
ana´lise biomecaˆnica de sistemas cardiovasculares, excitac¸a˜o acu´stica em lanc¸adores de sate´lites,
etc.
Devido a` complexidade dos fenoˆmenos envolvidos, muitos autores buscaram classificac¸o˜es
para os sistemas acoplados fluido-estrutura. Uma classificac¸a˜o poss´ıvel e´ feita de acordo com
o modelo atribu´ıdo ao domı´nio fluido, a` representac¸a˜o estrutural, aos per´ıodos de tempo
caracter´ısticos na interac¸a˜o e a`s magnitudes dos deslocamentos produzidos. Va´rios autores
adotaram esta classificac¸a˜o: Bettess, 1978, Zienkiewicz and Taylor, 1986, Pavanello, 1991 e
Morais, 2000. Nestes trabalhos, foram identificadas treˆs categorias de problemas:
• Problemas com grandes deslocamentos com efeito de compressibilidade irrelevante. Sa˜o
governados basicamente pelas equac¸o˜es do fluido com escoamento viscoso geralmente
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incompress´ıvel. Exemplos cla´ssicos desta classe de problemas sa˜o as oscilac¸o˜es de ca-
bos, pontes suspensas e escoamento entorno de estruturas submar´ınas. Neste caso os
efeitos das ondas de choque sa˜o desprezados e o efeito viscoso e´ o principal desafio da
modelagem.
• Problemas de curta durac¸a˜o e pequenos deslocamentos nos fluidos. Problemas onde
a interac¸a˜o se da´ num curto espac¸o de tempo e os efeitos de compressibilidade sa˜o
importantes. As exploso˜es em cavidades, cargas de impacto ou choque entre estruturas
e fluido com superf´ıcie livre, sa˜o casos de problemas dentro desta classificac¸a˜o. Neste
caso deve-se superpor os efeitos do escoamento permanente com os efeitos das ondas
de choque.
• Problemas com pequenos deslocamentos e no domı´nio das baixas frequ¨eˆncias. Neste
caso consideram-se os efeitos lineares, tais como vibrac¸o˜es harmoˆnicas de estruturas
flex´ıveis acopladas a um meio acu´stico linear (elastoacu´stica), problemas presentes em
estruturas offshores, ventos sob estruturas civis, vibroacu´stica, entre outros. O estudo
desta classe e´ pre´-requisitos para o estudo das demais classes de problemas de interac¸a˜o
fluido-estrutura. Os problemas de ana´lise em altas frequ¨eˆncias e as aplicac¸o˜es para
geometrias complexas, o estudo de meios ilimitados, o efeito e caracterizac¸a˜o das fontes
de origem aeroacu´stica e o desenvolvimento de me´todos particionados eficientes para
ana´lise de grandes sistemas, sa˜o alguns desafios desta a´rea.
O procedimento tradicional para a soluc¸a˜o de problemas de sistemas acoplados fluido-
estrutura consiste em resolver simultaneamente ou separadamente as equac¸o˜es dos domı´nios
so´lidos (Timoshenko and Gere, 1983 e Popov, 1998) e as equac¸o˜es dos domı´nios fluidos (Lamb,
1945 e Rayleigh, 1945) incluindo os efeitos da interac¸a˜o em cada uma delas, obtendo-se desta
forma um sistema acoplado de equac¸o˜es cuja resoluc¸a˜o permite obter a soluc¸a˜o requerida.
As formulac¸o˜es cla´ssicas desenvolvidas para o estudo do problema acoplado fluido-estrutura
podem ser classificadas em treˆs grupos.
• Formulac¸o˜es vetoriais ou em deslocamentos, onde se utiliza a formulac¸a˜o La-
grangiana para modelar o fluido e a estrutura. Formulac¸o˜es deste tipo podem ser
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encontradas, para diferentes aplicac¸o˜es, em Gladwell and Zimmerman, 1996, Bettess,
1978, Belytschko and Kennedy, 1976, Hamdi et al., 1978, Bathe and Hahn, 1979, Be-
lytschko and Schumann, 1980, Belytschko and Mullen, 1981, Chen and Taylor, 1990.
Esta formulac¸a˜o tornou-se muito importante devido a` facilidade na implementac¸a˜o pelo
me´todo dos elementos finitos. Subsequ¨entes desenvolvimentos podem ser encontrados
em Olson and Bathe, 1985 que relatam algumas desvantagens do me´todo, tais como a
pouca precisa˜o e existeˆncia de modos espu´rios.
• Nas Formulac¸o˜es escalares ou em pressa˜o usa-se uma descric¸a˜o Eulleriana para
modelar o fluido, tomando geralmente a pressa˜o hidrosta´tica como a varia´vel que de-
screve este domı´nio. Na estrutura utiliza-se a formulac¸a˜o em deslocamentos. Zienkiewicz
and Newton, 1969, foram pioneiros nos trabalhos apresentados baseados na formulac¸a˜o
em pressa˜o. Nesta investigac¸a˜o, obtiveram um menor nu´mero de graus de liberdade
em relac¸a˜o a` formulac¸a˜o em deslocamentos e um sistema de matrizes na˜o sime´tricas.
Va´rios autores, Morand and Ohayon, 1979, Hamdi et al., 1978, Olson and Bathe, 1985,
Bathe et al., 1995 e Kim and Yung, 1997, aplicaram a formulac¸a˜o pressa˜o-deslocamento
a` ana´lise de reservato´rios de l´ıquidos submetidos a cargas s´ısmicas. A aplicac¸a˜o ao caso
de fluidos compress´ıveis e incompress´ıveis foi apresentada por Bermudez e colaboradores
(Bermudez, 1998, e Bermudez, 1995).
• No caso da Formulac¸a˜o em potencial de velocidade usa-se a func¸a˜o potencial de
velocidade como varia´vel auxiliar na descric¸a˜o Euleriana do fluido. Este me´todo de-
screve o problema por treˆs varia´veis inco´gnitas (deslocamentos estruturais, pressa˜o e
potencial de velocidade) dobrando desta forma o nu´mero de graus de liberdade do meio
fluido. Everstine, 1981 propoˆs a utilizac¸a˜o exclusiva da func¸a˜o potencial de velocidades
como inco´gnita no domı´nio fluido, com o objetivo de simetrizar o sistema de equac¸o˜es.
Me´todos de reduc¸a˜o modal para a soluc¸a˜o do autoproblema associado foram estudadas
por Daniel, 1980 e Sandberg, 1995. Por sua vez, Nitikitpaiboon and Bathe, 1993 pro-
puseram uma formulac¸a˜o em treˆs campos incluindo o potencial de deslocamentos para
o fluido. Olson and Bathe, 1985, propuseram uma modificac¸a˜o da formulac¸a˜o cla´ssica
pressa˜o-deslocamento, onde utiliza-se o potencial de velocidades e a pressa˜o hidrosta´tica
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como varia´vel do fluido. Esta pressa˜o hidrosta´tica assume um valor constante para cada
regia˜o do domı´nio (Galli, 1995).
2.3 Ana´lise de sensibilidade na resposta em frequ¨eˆncia
em sistemas acoplados fluido-estrutura
Quando a resposta dinaˆmica de um sistema e´ calculada usando me´todos computacionais, ex-
iste um requerimento constante de informac¸a˜o em relac¸a˜o as mudanc¸as da resposta devido a`
variac¸a˜o de paraˆmetros do sistema. Por isto, surge a necessidade de uma ra´pida reavaliac¸a˜o
dos resultados quando existe este tipo de variac¸o˜es: sendo portanto impressind´ıvel o con-
hecimento das derivadas ou sensibilidade das func¸o˜es que definem o comportamento de dito
sistema em func¸a˜o das modificac¸o˜es de alguns paraˆmetros do mesmo. A sensibilidade e´ en-
contrada em relac¸a˜o a alterac¸o˜es no projeto ou a` presenc¸a de defeitos estruturais do sistema.
Este u´ltimo, permite verificar, ao n´ıvel da modelagem, a viabilidade da aplicac¸a˜o de modelos
computacionais em te´cnicas de detenc¸a˜o de falhas. Alem disso, a ana´lise de sensibilidade
e´ uma ferramenta fundamental para implementac¸a˜o de te´cnicas de otimizac¸a˜o de forma e
topologia de sistemas acoplados, assim como nos me´todos probabil´ısticos que incluem as
incertezas de paraˆmetros e modelos de ana´lise.
Existe atualmente uma extensa literatura sobre os aspectos teo´ricos e te´cnicos da ana´lise
da sensibilidade do projeto estrutural. Algumas destas refereˆncias se dedicam diretamente
ao tema de detecc¸a˜o de defeitos, entre estas Haug et al., 1986, mas a maioria encontra-se
embutida em artigos dedicados a` otimizac¸a˜o estrutural.
No inicio dos anos 90, Lamancusa, 1993 e Christense et al., 1995 aproximaram a` ana´lise
de sensibilidade para problemas acu´sticos-estruturais usando o me´todo das diferenc¸as finitas
global aplicada a uma func¸a˜o objetivo. Este tipo de enfoque e´ ate´ o presente, usado como
soluc¸a˜o de refereˆncia para validac¸a˜o dos me´todos anal´ıticos e semi-anal´ıticos.
Estudos sobre a resposta em frequ¨eˆncia e sua sensibilidade em sistemas acoplados acu´sticos
estruturais foram tambe´m realizados por Ma and Hagiwara, 1991 e Casas, 1998, sendo
proposto um me´todo iterativo que na˜o utiliza a inversa da matriz impedaˆncia do sistema
acoplado. Isso foi necessa´rio para melhorar o desempenho computacional das ana´lises con-
vencionais, aplicada em sistemas acoplados na˜o sime´tricos.
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Fritze et al., 2005 and Martins, 2002, utilizaram o me´todo da varia´vel adjunta desen-
volvida em Haug et al., 1986 e Choi et al., 1997, na busca de um me´todo semi-anal´ıtico e
computacionalmente mais eficiente, para a ana´lise de sensibilidade das propriedades acu´sticas
de geometrias modeladas por elementos de casca e viga, acoplando os me´todos dos elementos
finitos e dos elementos de contorno.
Mais recentemente, Barcelos, 2006, apresenta uma aproximac¸a˜o Newton-Krylov para
a ana´lise de sensibilidade de sistemas acoplados fluido-estrutura. Com esta estrate´gia de
soluc¸a˜o os autores estudam um problema de otimizac¸a˜o aeroela´stica.
No presente trabalho e´ feito uma ana´lise de sensibilidade a` presenc¸a de defeitos ou al-
terac¸o˜es estruturais, para modelos vibroacu´sticos acoplados, modelados pelo me´todo dos el-
ementos finitos. Usa-se o me´todo adjunto, o me´todo direto e me´todos das diferenc¸as finitas.
A formulac¸a˜o na˜o sime´trica em deslocamento e pressa˜o e´ adotada.
Neste trabalho usa-se o me´todo anal´ıtico adjunto adaptado ao caso vibroacu´stico, aplicando-
o ao problema de paine´is aerona´uticos, buscando-se verificar qual a influeˆncia de defeitos
localizados (alterac¸o˜es estruturais) sobre o comportamento vibroacu´stico do sistema.
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Cap´ıtulo 3
Modelagem de paine´is aerona´uticos
reforc¸ados
Denomina-se painel aerona´utico a` porc¸a˜o da fuselagem cuja topologia seja representativa da
soluc¸a˜o construtiva adotada para esta parte da aeronave. No desenvolvimento do projeto,
os paine´is sa˜o utilizados para avaliar co´digos acu´sticos-estruturais, te´cnicas de modelagem,
soluc¸o˜es construtivas e metodologias de fabricac¸a˜o inovadoras.
Pode-se modelar um painel aerona´utico, a partir da montagem de seus componentes,
tais como, reforc¸adores, cavernas, e revestimento ou placas de fechamento (Grosveld, 2002,
Buehrle, 2000 e Grosveld, 1998).
Neste cap´ıtulo apresentam-se os fundamentos da ana´lise, ela´sto-dinaˆmica linear, dos com-
ponentes estruturais de um painel aerona´utico. A teoria te´cnica de po´rticos, placas e cascas
no contexto dos me´todo dos elementos finitos, e´ apresentada.
3.1 Modelo dinaˆmico dos reforc¸adores
A fuselagem e´ uma estrutura que conte´m elementos longitudinais (reforc¸adores), elementos
transversais (cavernas) e uma placa de fechamento externa, conforme mostrado na Figura
3.1. Os reforc¸adores e cavernas sa˜o elementos estruturais que podem estar submetidos a
esforc¸os de flexa˜o, torc¸a˜o e cargas axiais simultaneamente. A sua modelagem pode ser feita
usando-se o modelo de viga de Timoshenko (Timoshenko and Gere, 1990).
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Figura 3.1: Painel aerona´utico.
A equac¸a˜o diferencial que governa o problema elasto-dinaˆmico de uma estrutura unidi-
mensional, sujeita a movimentos axiais e seguindo a teoria te´cnica de barras com propriedades
geome´tricas e constitutivas constantes, pode ser resumida da seguinte forma:
Achar u(x, t), tal que, (Craig, 1981):
EA
∂2u(x, t)
∂x2
+ ρA
∂2u(x, t)
∂t2
= p(x, t) em Ωs (3.1)
sujeito a:
u(x, t) = u¯ em Γe
∂u¯(x,t)
∂x¯
= F
EA
em ΓN
(3.2)
onde, u sa˜o os deslocamentos axiais, E o mo´dulo de elasticidade, A a´rea da sec¸a˜o transversal,
ρ e´ a massa espec´ıfica do material e p(x, t) e´ o carregamento distribu´ıdo axialmente no
eixo coordenado x, Ωs e´ o domı´nio da barra, Γe, ΓN sa˜o os contornos essenciais e naturais
respectivamente, e t indica tempo.
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Ale´m do movimento axial os reforc¸adores esta˜o sujeitos a movimentos transversais de
flexa˜o. O modelo de viga aqui apresentado esta baseado na teoria de viga de Timoshenko,
que e´ uma extensa˜o do modelo de viga de Euler-Bernoulli incluindo os efeitos de deformac¸a˜o
por cisalhamento transversal e ine´rcia de rotac¸a˜o. Neste caso a hipo´tese de que as sec¸o˜es
planas de uma viga, tomadas normalmente ao seu eixo, permanecem planas e normais a
linha neutra, apo´s a aplicac¸a˜o do carregamento, na˜o sa˜o mais va´lidas. Para o modelo de
Timoshenko, as equac¸o˜es que governam o problema ficam em func¸a˜o das rotac¸o˜es devido
ao cisalhamento transversal e as rotac¸o˜es devido a` flexa˜o da viga. A Figura 3.2 mostra o
modelo cinema´tico de viga seguindo esta teoria, onde θ e´ a rotac¸a˜o da sec¸a˜o transversal e γ
e´ a rotac¸a˜o causada pelo cisalhamento.
v(x,t)
x
Viga deformada
Viga não
deformada
γ
θ
dv/dx
Figura 3.2: Cinema´tica da viga de Timoshenko
O problema de viga consiste portanto em, (Mindlin, 1951):
Achar v(x, t) e θ(x, t), tal que:
− ∂
∂x
[
GAs(
∂v(x,t)
∂x
− θ(x, t))
]
+ ρA∂
2v(x,t)
∂t2
= q(x, t) em Ωs
−
[
GAs(
∂v(x,t)
∂x
− θ(x, t))
]
− ∂
∂x
[
EI ∂θ(x,t)
∂x
]
+ ρI ∂
2θ(x,t)
∂t2
= 0 em Ωs
(3.3)
sujeito a:
v(x, t) = v¯ ; θ(x, t) = θ¯ em Γe
EI ∂θ(x,t)
∂x
=M ; GAs
[
∂v(x,t)
∂x
− θ(x, t)
]
= V em ΓN
(3.4)
16
onde, G e´ o mo´dulo de cisalhamento, As e´ a a´rea efetiva da sec¸a˜o transversal ou a´rea cor-
rigida, q(x, t) e´ o carregamento transversal distribu´ıdo , I e´ o momento de ine´rcia da sec¸a˜o
transversal, M e V sa˜o os momentos fletores e esforc¸o cortantes aplicados no contorno. v(x, t)
e´ o deslocamento transversal, ρ e´ a massa espec´ıfica do material da viga.
O caso anterior, e´ baseado no modelo de viga de Timoshenko, incluindo-se ine´rcia de
rotac¸a˜o. Se os efeitos de cisalhamento e ine´rcia de rotac¸a˜o sa˜o desprezados, obte´m-se o mod-
elo de viga de Euler, cujo problema pode ser enunciado da seguinte forma:
Achar v(x, t) , tal que, (Mindlin, 1951):
∂
∂x2
[
EI
∂2v(x, t)
∂x2
]
+ ρA
∂2v(x, t)
∂t2
= q(x, t) em Ωs (3.5)
sujeita a:
v(x, t) = v¯ ; θ(x, t) = θ¯ = ∂v(x,t)
∂x
em Γe
EI ∂
2v(x,t)
∂x2
=M ; EI ∂
3v(x,t)
∂x3
= V em ΓN
(3.6)
Para o caso de viga esbelta, o comportamento dinaˆmico previsto pelo modelo de Euler e´
bastante representativo.
O problema das oscilac¸o˜es torcionais das barras e´ ana´logo ao caso dos movimentos axiais,
e para o caso de sec¸o˜es circulares, tem-se:
Achar θx(x, t), tal que, (Craig, 1981):
GJ
∂2θx
∂x2
+ ρIx
∂2θx
∂t2
= m(x, t) em Ωs (3.7)
sujeita a:
θx = θ¯x em Γe
∂θ¯x
∂x
= M
GJ
em ΓN
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onde, G e´ o mo´dulo transversal de elasticidade, J e´ o momento polar de a´rea equivalente
da sec¸a˜o transversal, Ix e´ o momento de ine´rcia de a´rea normal a direc¸a˜o x e m(x, t), e´ o
momento torsor distribu´ıdo aplicado na barra.
3.1.1 Soluc¸a˜o das equac¸o˜es de movimento
As equac¸o˜es diferenciais anteriormente expostas, podem ser resolvidas utilizando a teoria
do Me´todo de Res´ıduos Ponderados que induz a` obtenc¸a˜o de uma aproximac¸a˜o para tais
equac¸o˜es. A forma forte para efeitos axiais vem dada por:
∫
Ω
Wl
[
∂
∂x
(
EA
∂u
∂x
)
+ ρA
∂2u
∂t2
− p(x, t)
]
dΩ = 0 (3.8)
A forma forte para os efeitos de flexa˜o vem dada por:
∫
Ω
Wl
[
− ∂
∂x
[
GAs(
∂v
∂x
− θ)
]
+ ρA
∂2v
∂t2
− q(x, t)
]
dΩ = 0 (3.9)
∫
Ω
Wl
[
−
[
GAs(
∂v
∂x
− θ)
]
− ∂
∂x
[
EI
∂θ
∂x
]
+ ρI
∂2θ
∂t2
]
dΩ = 0 (3.10)
A forma forte para os efeitos de torc¸a˜o vem dada por:
∫
Ω
Wl
[
∂
∂x
(
GJ
∂θx
∂x
)
+ ρIz
∂2θx
∂t2
= m(x, t)
]
dΩ = 0 (3.11)
onde a dependeˆncia do tempo e do espac¸o nas varia´veis de estado foi omitida.
Integrando por partes as equac¸o˜es (3.8), (3.9), (3.10) e (3.11) para obter a forma fraca do
me´todo de res´ıduos ponderados e aplicando o me´todo Galerkin, definindo a de ponderac¸a˜o
como sendo igual a`s variac¸o˜es virtuais das varia´veis inco´gnitas (u, v, θ e θx), ou seja que,
Wl = δu, δv, δθ, δθx, e sendo Nl a func¸a˜o de interpolac¸a˜o das variac¸o˜es Wl, tem-se, para de
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um segmento de comprimento L, as seguintes equac¸o˜es:
Na direc¸a˜o axial,
∫ L
0
dNl
dx
EA
du
dx
dx+
∫ L
0
NlρA
d2u
dt2
dx =
∫ L
0
Nlp(x, t)dx+
[
NlEA
du
dx
]L
0
(3.12)
Efeito de flexa˜o para a viga de Timoshenko,
∫ L
0
NlρA
d2v
dx2
dx−
∫ L
0
dNl
dx
GAs
[
dv
dx
− θ
]
dx−
∫ L
0
Nlq(x, t)dx
−NlGAs
[
dv
dx
− θ
]L
0
= 0 (3.13)
∫ L
0
NlρI
∂2θ
∂t2
dx+
∫ L
0
∂Nl
∂x
EI
∂θ
∂t
dx−
∫ L
0
NlGAs
(
∂v
∂t
− θ
)
dx
− NlEI ∂θ
∂x
∣∣∣∣L
0
= 0 (3.14)
Efeito de torc¸a˜o,
∫ L
0
dNl
dx
GJ
du
dx
dx+
∫ L
0
NlρIz
d2θx
dt2
dx =
∫ L
0
Nlm(x, t)dx+
[
NlGJ
dθx
dx
]L
0
(3.15)
onde, Nl sa˜o as func¸o˜es de interpolac¸a˜o das varia´veisWl no me´todo de Galerkin. As equac¸o˜es
(3.12) a (3.15) representam a forma fraca do problema e constituem a base para a aplicac¸a˜o
do me´todo dos elementos finitos.
3.1.2 Discretizac¸a˜o por elementos finitos
Considera-se inicialmente a superposic¸a˜o dos problemas de barra e viga no plano, que con-
stitui o modelo denominado de po´rtico plano.
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Xle
Y
x
y
u1
u2
v1
v2
1
2
β
β
θ1
θ2
Figura 3.3: Elemento de po´rtico
O po´rtico plano e´ dividido em m elementos de comprimento le. Cada elemento e´ delimi-
tado por dois no´s e cada um dos quais possui treˆs graus de liberdade, deslocamento axial u
, deslocamento transversal v e rotac¸a˜o no plano θ, como mostra a Figura 3.3.
A aproximac¸a˜o para o deslocamento axial, de cada elemento, pode ser calculada usando,
como func¸a˜o de interpolac¸a˜o, um polinoˆmio linear da forma,
u˜ = [N1 N2]
{
u1
u2
}
= Nau→ du˜
dx
=
dNa
dx
u = Bau (3.16)
onde, u e´ o vetor dos deslocamentos nodais e Ba e´ a matriz das derivadas das func¸o˜es de
forma Na. As func¸o˜es de forma do elemento de barra sa˜o dadas por:
N1 = 1− xle
N2 =
x
le
(3.17)
Substituindo a equac¸a˜o (3.16), na equac¸a˜o (3.12), para cada elemento de barra, tem-se a
equac¸a˜o de movimento na forma matricial, dada por:
[∫ le
0
NTa ρANadx
]
u¨+
[∫
le
0
BT
a
EABadx
]
u =
∫
le
0
NT
a
pdx + ra (3.18)
escrevendo de forma compacta a equac¸a˜o (3.18), tem-se:
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Mau¨+Kau = p+ ra (3.19)
onde, ra e´ a forc¸a nodal devido as condic¸o˜es de contorno, p e´ o vetor forc¸a nodal equivalente
devido ao carregamento distribu´ıdo. Os dois pontos indicam segunda derivada no tempo.
No caso do elemento de viga de Timoshenko, o deslocamento transversal v(x, t), deve ser
aproximado usando polinoˆmios cu´bicos na forma,
v˜ = [Nv1 Nv2 Nv3 Nv4]

v1
θ1
v2
θ2
 = Nbv→ dv˜dx = dNbdx v = Bbv
θ˜ = [Nθ1 Nθ2 Nθ3 Nθ4]

v1
θ1
v2
θ2
 = Nθv→ dθ˜dx¯ = dNθdx¯ v = Bθv
γ˜ = dv˜
dx¯
− θ˜ = [dNb
dx¯
−Nθ
]
v = Bsv
(3.20)
onde, v˜, θ˜ e γ˜ sa˜o as aproximac¸o˜es dos deslocamentos, Nb e Nθ sa˜o as func¸o˜es de forma e Bb
e Bθ sa˜o as matrizes das derivadas das func¸o˜es de forma.
Avaliando o polinoˆmio de aproximac¸a˜o, para as condic¸o˜es de fronteira dadas, tem-se as
seguintes func¸o˜es de forma (Cook et al., 1989):
Nb1 =
[
1− 3
(
x
le
)2
+ 2
(
x
le
)3
+
(
1− x
le
)
Φ
]
/ (1 + Φ)
Nb2 =
[
x
le
− 2
(
x
le
)2
+
(
x
le
)3
+
(
x
le
−
(
x
le
)2)
Φ/2
]
le/ (1 + Φ)
Nb3 =
[
3
(
x
le
)2
− 2
(
x
le
)3
+
(
x
le
)
Φ
]
/ (1 + Φ)
Nb4 =
[
−
(
x
le
)2
+
(
x
le
)3
−
(
x
le
−
(
x
le
)2)
Φ/2
]
le/ (1 + Φ)
(3.21)
e,
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Nθ1 = 6
(
− x
le
+
(
x
le
)2)
/le (1 + Φ)
Nθ2 =
[
1− 4 x
le
+ 3
(
x
le
)2
+
(
1− x
le
)
Φ
]
/ (1 + Φ)
Nθ3 = 6
(
x
le
−
(
x
le
)2)
/le (1 + Φ)
Nθ4 =
[
−2 x
le
+ 3
(
x
le
)2
+ x
le
Φ
]
/ (1 + Φ)
(3.22)
onde,
Φ =
12EI
GAsl2e
sendo,
As =
A
k
(3.23)
O coeficiente de cisalhamento k, e´ um fator de correc¸a˜o devido a` hipo´tese adotada na teoria
de Timoshenko, de que o termo γ e´ constante na sec¸a˜o transversal da viga. Como na verdade
a deformac¸a˜o de cisalhamento varia ao longo da sec¸a˜o, γ e´ uma constante equivalente de
deformac¸a˜o correspondente a uma a´rea efetiva As, assim a tensa˜o de cisalhamento transversal
e´ definida como:
Substituindo as equac¸o˜es (3.20) nas equac¸o˜es (3.13) e (3.14), para cada elementos de viga,
tem-se a equac¸a˜o de movimento na forma matricial, como segue:
[∫ le
0
NTb ρANbdx
]
v¨+
[∫ le
0
BTb GAsBsdx
]
v =
∫ le
0
NTb qdx+N
T
b GAs
[
dv
dx
− θ]le
0
(3.24)
[∫ le
0
NTθ ρINθdx
]
v¨ +
[∫ le
0
BTb EIBbdx
]
v −
[∫ le
0
NTθGAsBsdx
]
v
= NTθ EI
∂θ
∂x
∣∣le
0
(3.25)
22
que em forma compacta pode ser escrito da seguinte maneira:
Mtv¨ +Ks1v = q+ rs (3.26)
Mrv¨+Kbv +Ks2v = rb (3.27)
Assim, somando-se as contribuic¸o˜es das matrizes de rigidez e massa obtidas nas equac¸o˜es
(3.26) e (3.27), tem-se:
Mv =Mt +Mr
Kv = Ks1 +Ks2 +Kb
(3.28)
onde, Mv e Kv sa˜o as matrizes de massa e rigidez do elemento de viga, respectivamente, e
as matrizes Ks1 e Ks2 sa˜o os termos devido ao efeito de cisalhamento, e Kb o termo devido
a flexa˜o.
Para obter a matrizes de rigidez e de massa no referencial x, y da Figura 3.3, basta
superpor as matrizes obtidas para cada caso especifico (barra e viga) anteriormente expostos.
Desta forma pode-se escrever a equac¸a˜o matricial para o elemento de po´rtico da seguinte
maneira:
Mu¨+Ku = f (3.29)
com,
M =
[
Ma 0
0 Mv
]
K =
[
Ka 0
0 Kv
]
f = p+ ra + q+ rs + rb
(3.30)
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u =

ui
vi
θi
 i = 1, 2 (3.31)
Para que o elemento de po´rtico possa ter qualquer orientac¸a˜o no plano, e´ necessa´rio
representar as matrizes das equac¸o˜es (3.30) no sistema de referencia global (X, Y ).
Neste caso, a transformac¸a˜o local global pode ser escrita da seguinte maneira:

u
v
θ
 =
 C S 0−S C 0
0 0 1

u
v
θ

G
→ u = TuG (3.32)
onde, uG e´ o vetor de deslocamentos no sistema global (X, Y ).
Aplicando-se a transformac¸a˜o (Equac¸a˜o (3.33), tem-se:
MGu¨G +KGuG = fG (3.33)
onde, fG = T f representa o vetor das forc¸as no referencial global, MG = T
TMT e´ a matriz
de massa no sistema global e KG = T
TKT e a matriz de rigidez no sistema global.
3.1.3 Ana´lise dinaˆmica de reforc¸adores espaciais
Para modelos tridimensionais da fuselagem, os reforc¸adores e cavernas podem ser modela-
dos usando elementos de po´rtico espaciais de sec¸a˜o transversal uniforme, que podem estar
sujeitos a carregamento axial, momento fletor nos dois eixos principais do plano da sec¸a˜o
transversal e torc¸a˜o no seu eixo centroidal. A direc¸a˜o positiva destes esforc¸os corresponde a`
direc¸a˜o positiva dos deslocamentos mostrados na Figura 3.4.
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Eixos globais
R
X
Y
Z
x
y
z
w1
w2
v1
u2
u1
v2
1
2
θx1
θx2
θy1
θy2
θz1
θz2
Figura 3.4: Elemento de po´rtico no espac¸o
As matrizes de rigidez e massa do po´rtico no espac¸o sa˜o de tamanho 12x12. Enquanto
os planos de flexa˜o xy e xz coincidam com os eixos ortogonais (x,y,z) e o eixo x coincida
com o eixo centroidal do po´rtico, os esforc¸os podem ser separados em seis grupos: esforc¸o
axial seguendo o eixo x, momento de torc¸a˜o no plano de sec¸a˜o transversal, esforc¸os cortantes
seguindo os eixos y e z, e momentos fletores nos planos xy e xz. Assim os coeficientes das
matrizes de massa e rigidez podem ser obtidos considerando cada tipo de carregamento de
forma independente.
Os esforc¸os axiais geram deslocamentos axiais. Neste caso o po´rtico comporta-se como
uma barra com carregamento axial, governada pela equac¸a˜o (3.1), e os coeficientes das ma-
trizes de massa e rigidez para os graus de liberdade u1 e u2 foram definidos para po´rticos
planos.
Os momentos fletores e esforc¸os cortantes que atuam no plano xy produzem os desloca-
mentos v1, v2, θz1 e θz1. Neste plano de flexa˜o as matrizes de rigidez e massa podem ser
avaliadas como mostrado na sec¸a˜o 3.1.2 para vigas planas submetidas a` flexa˜o e esforc¸o de
cisalhamento, as quais, devem estar expressas em func¸a˜o do momento de ine´rcia Iz e a a´rea
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efetiva da sec¸a˜o transversal Ays normais ao eixo z.
De igual forma, os momentos fletores e esforc¸os cortantes que atuam no plano xz produzem
os deslocamentos w1, w2, θy1 e θy2 e as matrizes de massa e rigidez para este plano de flexa˜o
sa˜o expressas em func¸a˜o do momento de ine´rcia Iy e a a´rea efetiva da sec¸a˜o transversal Azs
normais ao eixo y. Deve ser observado que as direc¸o˜es dos momentos de flexa˜o em xy e xz
sa˜o contra´rias, o que produz alguns coeficientes com sinais diferentes entre um plano e outro.
Finalmente superpondo as equac¸o˜es de flexa˜o de vigas nos plano xy e xz, torc¸a˜o e tensa˜o
axial na direc¸a˜o x, para os 12 graus de liberdade do elemento de po´rtico, tem-se:

Ma
Mt
Mv
Mb


u¨
θ¨x
v¨
w¨
+

Ka
Kt
Kv
Kb


u
θx
v
w
 =

p
mx
q
q
 (3.34)
que na forma compacta e´ dada por:
Mu¨+Ku = f (3.35)
Para que o elemento de po´rtico possa ter qualquer orientac¸a˜o no espac¸o, e´ necessa´rio
representar as matrizes das equac¸o˜es (3.35) no sistema de refereˆncia global (X, Y, Z).
Da Figura 3.4, pode-se escrever:
x = cosβXxi+ cos βY xj+ cos βZxk
y = cosβXyi+ cos βY yj+ cosβZyk
z = cos βXzi+ cosβY zj+ cosβZzk
(3.36)
onde, representando de uma maneira geral, θab e´ o angulo entre os eixos a e b.
Adotando a notac¸a˜o:
λu = cosβXx λv = cosβXy λw = cosβXz
µu = cos βY x µv = cosβY y µw = cosβY z
νu = cosβZx νv = cos βZy νw = cosβZz
(3.37)
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tem-se que a matriz de transformac¸a˜o de coordenadas, formada pelos cossenos diretores,
corresponde enta˜o a:
T =
 λu µu νuλv µv νv
λw µw νw
 (3.38)
E´ importante observar, como devem ser definidos os eixos que descrevem o elemento, de
forma a se obter os termos da matriz de transformac¸a˜o de coordenadas T de maneira correta,
posteriormente. O eixo x deve ser sempre considerado do no´ 1 para o no´ 2. O eixo y deve
coincidir com uma direc¸a˜o principal de ine´rcia da sec¸a˜o do elemento. Neste plano xy define-se
enta˜o um ponto de referencia R (Figura 3.4), o qual, juntamente com as coordenadas dos
no´s do elemento, descrevem a posic¸a˜o deste no espac¸o. Este ponto e´ necessa´rio uma vez que
uma rotac¸a˜o em torno do eixo x, no caso de elementos de sec¸a˜o assime´trica, pode alterar as
matrizes elementares.
Tendo-se as coordenadas dos no´s 1 e 2 no referencial global (x1, y1, z1) e (x2, y2, z2) re-
spectivamente, tem-se que os cossenos diretores do eixo x em relac¸a˜o aos eixos x, y, z globais
sa˜o definidos por:
λu =
x1 − x2
Lx
µu =
y1 − y2
Lx
νu =
z1 − z2
Lx
(3.39)
onde,
Lx =
[
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2
]1/2
(3.40)
Definindo no sistema de refereˆncia global as coordenadas do ponto de referencia R como
(xr, yr, zr), pode-se determinar os vetores VOx e VOR da seguinte forma:
vOx =

x1 − x2
y1 − y2
z1 − z2
 vOR =

xR − x1
yR − y1
zR − z1
 (3.41)
onde, O indica a origem do referencial elementar, neste caso o no´ 1.
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Supondo-se que o ponto de refereˆncia esta´ no plano xy local, pode-se calcular o vetor VOz
utilizando-se a definic¸a˜o de produto vetorial. Este vetor dara´ a direc¸a˜o da coordenada z do
elemento e e´ calculado como segue:
vOz = vOx ×VOR (3.42)
Assim, pode-se definir os cossenos diretores dos aˆngulos formados entre o eixo local z e
os globais X, Y, Z, como feito nas equac¸o˜es (3.39) e (3.40).
Finalmente, para determinar os cossenos diretores do eixo y, utiliza-se novamente a
definic¸a˜o de produto vetorial, assim:
vOy = vOz ×VOx (3.43)
Assim, a matriz TG que transforma a matriz de rigidez e massa do referencial local para
o global e´ enta˜o definida por:
TG =

T 0 0 0
0 T 0 0
0 0 T 0
0 0 0 T
 (3.44)
Com o auxilio da equac¸a˜o (3.35), tendo TG definida, obtem-se as matrizes de rigidez e
massa descritas no sistema de referencia global:
KG = T
T
GKTG
MG = T
T
GMTG
(3.45)
Este procedimento de transformac¸a˜o e o ca´lculo das matrizes no referencial global foram
implementadas em uma subrotina Fotran90 incorporadas e testada no programa MefLab do
Departamento de Mecaˆnica Computacional da Unicamp.
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3.2 Modelo do revestimento - Placas e Cascas
Destacam-se na literatura duas teorias cla´ssicas que descrevem a flexa˜o de placas ela´sticas.
A primeira delas e´ a teoria de placa fina, geralmente atribu´ıda a Kirchhoff (Szilard, 1974),
que descreve o comportamento de placas ela´sticas e homogeˆneas, inicialmente planas, com
espessura pequena quando comparada com outras dimenso˜es. Na teoria cla´ssica de Kirchhoff
considera-se que as linhas retas, inicialmente normais a` superf´ıcie mediana, permanecem re-
tas e normais a` superf´ıcie mediana. As deformac¸o˜es devido ao cisalhamento sa˜o desprezadas.
A ana´lise de tensa˜o de uma placa ela´stica e´ bem simplificada devido a esta hipo´tese e a
imprecisa˜o desta teoria e´ mais pronunciada nas regio˜es pro´ximas a`s bordas e em volta de
furos cujos diaˆmetros sa˜o grandes comparados a` espessura da placa.
A formulac¸a˜o de uma nova teoria que acomodasse o efeito da deformac¸a˜o de cisalhamento
veio em 1947 com Reissner (Reissner, 1945; Reissner, 1947) e com pequenas modificac¸o˜es
por Mindlin (Mindlin, 1951). Esta teoria e´ conhecida na literatura como a teoria de placa
espessa, ou teoria de Reissner-Mindlin. Este modelo estende significativamente o campo
de aplicac¸a˜o das teorias de placas e e´ amplamente utilizada atualmente. A seguir sera˜o
revistas as equac¸o˜es ba´sicas da teoria de Reissner-Mindlin com o objetivo de estabelecer uma
nomenclatura consistente e fundamentar as discusso˜es na formulac¸a˜o por elementos finitos.
3.2.1 Modelo de placa de Reissner-Mindlin
A placa retangular de espessura h e lados a e b mostrada na Figura 3.5 e´ referida para um
sistema de coordenadas cartesianas (x, y, z). As forc¸as externas e internas e os componentes
da deflexa˜o sa˜o considerados positivos na direc¸a˜o positiva dos eixos x, y. As superf´ıcies da
placa na˜o esta˜o sujeitas a tensa˜o tangencial ou cisalhamento, mas esta˜o submetidas a presso˜es
normais q1 e q2. Desta forma tem-se, (Bathe, 1982):
τxz|z=±h/2 = τyz|z=±h/2 = 0
σz|z=h/2 = −q1(x, y, t); σz|z=−h/2 = −q2(x, y, t)
(3.46)
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onde, q1 − q2 = pz e´ o carragamento distribuido externo aplicado e σz, τxy, τyz sa˜o compo-
nentes do tensor de Cauchy.
z
+
+
τxy
τyx
τxz
τyz
σx
σy
h
dy
dx
a
b
Pz (x, y, t)
x
y
Figura 3.5: Carregamentos laterais e componentes das tenc¸o˜es da placa
A placa pode estar sujeita a esforc¸os externos de flexa˜o, torc¸a˜o e de cisalhamento transver-
sal. Estes podem ser definido por unidade de comprimento da forma:
(mx, my, myx) =
∫ h/2
−h/2 (σx, σy, τyx)zdz
(qx, qy) =
∫ h/2
−h/2 (τxz, τyz)dz
(3.47)
onde mx, my e mxy sa˜o os esforc¸os internos de flexa˜o e torc¸a˜o, qx e qy sa˜o os esforc¸os cortantes
distribuidos internos e σx, σy e τxy sa˜o componentes do tensor de tenso˜es de Cauchy.
Definidos os esforc¸os internos e externos atuantes na placa, pode-se estabelecer a relac¸a˜o
constitutiva do material.
Relac¸a˜o tensa˜o-deformac¸a˜o (Relac¸a˜o constitutiva)
Considerando a lei de Hooke generalizada, definida na teoria da elasticidade, os seis compo-
nentes das tenso˜es podem ser expressas em termos das seis componentes de deformac¸a˜o. Para
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o caso da placa, a deformac¸a˜o especifica normal na direc¸a˜o z (ǫz) e´ ignorada, sobrando cinco
equac¸o˜es para resolver as componentes do tensor de tenso˜es σx, σy, τyx, τxz, τyz em termos de
εx, εy, γyx, γxz, γyz, que sa˜o os componentes do tensor de deformac¸o˜es.
Substituindo as cinco equac¸o˜es da lei de Hooke nas equac¸o˜es (3.47), e integrando, tem-se:
mx = D (Γx + νΓy) ;my = D (Γy + νΓx) ;myx =
(1−ν)D
2
Γyx
qx = kGhΓxz ; qy = kGhΓyz
(3.48)
onde, ν e´ o coeficiente de Poisson, E e´ o mo´dulo transversal de elasticidade, h a espessura
da placa e k e´ a constante de cisalhamento. A constante D e´ a rigidez a` flexa˜o e´ dada por:
D =
Eh3
12 (1− ν2) (3.49)
Os termos Γi das equac¸o˜es (3.48), sa˜o definidos da seguinte forma (Camargo, 2004):
(Γx,Γy,Γyx) =
12
h3
∫ h/2
−h/2 (εx, εy, γyx)zdz
(Γxz,Γyz) =
1
h
∫ h/2
−h/2 (γxz, γyz)dz
(3.50)
O coeficiente de cisalhamento k na equac¸a˜o (3.48), e´ o um fator de correc¸a˜o devido
a` hipo´teses adotadas nesta teoria de que o termo Γiz e´ constante ao longo da espessura.
Esta hipo´tese cinema´tica equivale a da teoria de viga de Timoshenko (Timoshenko et al.,
1974). Como na verdade a deformac¸a˜o de cisalhamento varia ao longo da secc¸a˜o, Γiz e´ uma
constante equivalente de deformac¸a˜o correspondente a uma a´rea efetiva As, assim a tensa˜o
de cisalhamento transversal e´ definida como:
τ =
V
As
(3.51)
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onde, As =
A
k
e V e´ o carregamento transversal. Para o caso de placas planas com sec¸a˜o
transversal retangular k = 6/5 (Timoshenko and Gere, 1990).
Relac¸a˜o deformac¸a˜o-deslocamento (Modelo cinema´tico)
Para obter as relac¸o˜es entre as deformac¸o˜es e o campo de deslocamentos da placa, usa-
se o modelo cinema´tico cla´sico da teoria de elasticidade (tensor de deformac¸o˜es de Green
Lagrange), aplicado nas equac¸o˜es (3.50). Desta forma tem-se:
(Γx,Γy,Γyx) =
12
h3
∫ h/2
−h/2 (εx, εy, γyx)zdz =
12
h3
∫ h/2
−h/2
(
∂u
∂x
, ∂v
∂y
, ∂v
∂x
+ ∂u
∂y
)
zdz
(Γxz,Γyz) =
1
h
∫ h/2
−h/2 (γxz, γyz)dz =
1
h
∫ h/2
−h/2
(
∂u
∂z
+ ∂w
∂x
, ∂v
∂z
+ ∂w
∂y
)
dz
(3.52)
Uma das hipo´teses da teoria de Reissner-Mindlin e´ que as part´ıculas da placa que origi-
nalmente estavam em uma linha reta, que era normal a` superf´ıcie mediana na˜o deformada,
permanecem em uma linha reta durante a deformac¸a˜o, mas esta linha na˜o e´ necessariamente
normal a` superf´ıcie mediana deformada, como definido para a formulac¸a˜o de viga de Tim-
oshenko na sec¸a˜o (3.1) (Timoshenko et al., 1974). Com esta hipo´tese, os componentes dos
deslocamentos de um ponto de coordenadas x, y, z, para pequenos deslocamentos u, v, w e
seguindo a convenc¸a˜o de sinais da Figura 3.5, sa˜o:
u = zθy(x, y, t); v = −zθx(x, y, t); w = w(x, y, t) (3.53)
onde, θx e θy sa˜o os deslocamentos angulares da superf´ıcie neutra.
Substituindo as equac¸o˜es (3.53) nas equac¸o˜es (3.52), tem-se a relac¸a˜o das componentes de
deformac¸a˜o-deslocamento:
(Γx,Γy,Γyx) =
(
∂θy
∂x
,−∂θx
∂y
,−∂θx
∂x
+ ∂θy
∂y
)
(Γxz,Γyz) =
(
∂w
∂x
+ θy,
∂w
∂x
− θx
) (3.54)
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Assume-se que as deformac¸o˜es devido a flexa˜o variam linearmente ao longo da espessura
da placa (Bathe, 1982) e sa˜o dadas pelas curvaturas da placa definidos em (3.54), o que
permite escrever:
 εxεy
γxy
 = z

∂θy
∂x
−∂θx
∂y
−∂θx
∂x
+ ∂θy
∂y
 (3.55)
As deformac¸o˜es devido a esforc¸os de cisalhamento sa˜o assumidas constantes ao longo da
espessura da placa, na forma:
[
γxz
γyz
]
=
[
∂w
∂x
+ θy
∂w
∂x
− θx
]
(3.56)
Assim, o estado de tensa˜o da placa corresponde ao caso de estado plano de tensa˜o com
σz = 0. Para um material isotro´pico tem-se:
 σxσy
τxy
 = z E
(1−ν2)
 1 v 0v 1 0
0 0 1−v
2


∂θy
∂x
−∂θx
∂y
−∂θx
∂x
+ ∂θy
∂y

[
τxz
τyz
]
= E
2(1+v)
[
∂w
∂x
+ θy
∂w
∂x
− θx
] (3.57)
Substituindo os termos na equac¸a˜o (3.48), tem-se os momentos fletores e esforc¸os de cisal-
hamento da placa, na forma:
mx = D
(
∂θy
∂x
− ν ∂θx
∂y
)
; my = D
(
−∂θx
∂y
+ ν ∂θy
∂x
)
myx =
(1−ν)D
2
(
−∂θx
∂x
+ ∂θy
∂y
)
qx = kGh
(
∂w
∂x
+ θy
)
; qy = kGh
(
∂w
∂x
− θx
)
(3.58)
Assim, atrave´s do modelo cinema´tico, foi possivel estabelecer as relac¸o˜es entre momento
e curvatura.
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Relac¸o˜es de equil´ıbrio dinaˆmico
A Figura 3.6, mostra as componentes das forc¸as internas, por unidade de comprimento, de
um elemento diferencial de placa, assumindo que a placa esteja sujeita somente a forc¸as pz.
Podem ser usadas as seguintes equac¸o˜es de equil´ıbrio dinaˆmico:
∑
Mx = Irx
∂2θy
∂t2
;
∑
My = Iry
∂2θx
∂t2
;
∑
Fz = m
∂2w
∂t2
(3.59)
onde Irx e Iry sa˜o os momentos de ine´rcia de rotac¸a˜o definidos por
∫
z2dm nos planos xz e
yz da placa respectivamente. Para uma placa plana Irx = Iry =
ρh3
12
dxdy e m = ρhdxdy e´ a
massa da placa.
Resolvendo as equac¸o˜es de equil´ıbrio (3.59), tem-se:
∑
Mx = Irx
∂2θy
∂t2
= −∂my
∂y
− ∂mxy
∂x
− qy = ρh
3
12
∂2θy
∂t2∑
My = Iry
∂2θx
∂t2
= −∂mx
∂x
− ∂mxy
∂y
− qy = ρh
3
12
∂2θx
∂t2
(3.60)∑
Fz = m
∂2w
∂t2
= −∂qx
∂x
− ∂qy
∂y
− pz = ρh∂
2w
∂t2
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dx
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Figura 3.6: Forc¸as internas por unidade de comprimento de um elemento diferencial da placa
Substituindo as equac¸o˜es (3.58) nas equac¸o˜es (3.60), tem-se as equac¸o˜es de movimento
em func¸a˜o dos deslocamentos (w, θx, θy), definidas por:
D
2
[
(1− v)∇2θy + (1 + v) ∂Φ∂x
]− kGh (θy + ∂w∂x ) = ρh312 ∂2θy∂t2
D
2
[
(1− v)∇2θx + (1 + v) ∂Φ∂y
]
− kGh (θx + ∂w∂x ) = ρh312 ∂2θx∂t2
kGh (∇2w + Φ) + pz = ρh∂2w∂t2
onde, Φ = ∂θy
∂x
+ ∂θx
∂y
(3.61)
As equac¸o˜es (3.61) representam o comportamento dinaˆmico das placas espessas, e seram
usadas para a modelagem do elemento de placa escolhido.
Foram definidos neste item, elementos ba´sicos do modelo mecaˆnico; tenso˜es, deformac¸o˜es,
deslocamentos, forc¸as e momentos mas as relac¸o˜es correspondentes. Estas premissas sera˜o
utilizadas em uma formulac¸a˜o baseada em energ´ıa para a deduc¸a˜o dos elementos finitos de
placa.
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3.2.2 Formulac¸a˜o por Elementos Finitos
Para a soluc¸a˜o das equac¸o˜es diferenciais (3.61), uma forma integral representativa do prob-
lema de flexa˜o de placa espessa pode ser obtida usando-se o me´todo dos Residuos Ponderados.
De forma alternativa e equivalente, o Princ´ıpio dos Trabalhos Virtuais (Craig, 1981), pode ser
usado para derivar as equac¸o˜es do problema discretizado por elementos finitos. Considerando-
se o equil´ıbrio de um corpo gene´rico tridimensional suportado pela a´rea Su , que impo˜e os
deslocamentos prescritos uSu e e´ sujeito a forc¸as fSf (forc¸a por unidade de a´rea) na a´rea
de superf´ıcie Sf , como mostrado na Figura 3.7, onde u e´ o vetor dos deslocamentos e f e´ o
vetor de forc¸as. Ale´m disso, o corpo e´ sujeito a forc¸as de volume fB aplicadas externamente e
forc¸as concentradas ric (i denota o ponto de aplicac¸a˜o da carga), definidas na equac¸a˜o abaixo:
fB =

fBx
fBy
fBz
 fsf =

fSfx
fSfy
fSfz
 ric =

ricx
ricy
ricz
 (3.62)
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Figura 3.7: Corpo gene´rico tridimensional.
O Princ´ıpio dos Trabalhos Virtuais estabelece que para qualquer deslocamento virtual
u¯ de um sistema dinaˆmico, a soma dos trabalhos virtuais das forc¸as reais WFR e as forc¸as
inerciais WFI deve ser igual a zero (Craig, 1981), isto e´:
∂WFR + ∂WFI = ∂WEXT + ∂WNC − ∂V + ∂WFI = 0 (3.63)
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onde,WEXT e´ o trabalho das forc¸as externas
(
fSf , fB, ric
)
, ∂V e´ a variac¸a˜o de energia potencial
do sistema, WNC e´ o trabalho das forc¸as na˜o conservativas.
Escrevendo na forma integral a equac¸a˜o (3.63), para o corpo gene´rico da figura 3.7, tem-se:
∫
V
uT fBdV+
∫
S
(uSf )T fSfdS+
∑
i
(ui)T ric −
∫
V
εTσdV +
∫
V
uT Iu¨dV = 0 (3.64)
onde, u¯ e´ o vetor dos deslocamentos virtuais e ǫ¯ e´ o vetor contendo as variac¸o˜es virtuais
dos componentes do tensor das deformac¸o˜es, σ e´ o vetor com as componentes do tensor de
tenso˜es e I e´ a matriz inercial do sistema.
Na ana´lise de elementos finitos aproxima-se um corpo como um conjunto de elementos
finitos interconectados em pontos nodais nas superf´ıcies de cada elemento. Assim a equac¸a˜o
(3.64), reescreve-se como a soma das integrais dos volumes e a´reas de todos os elementos
finitos (e) :
∑
e
∫
V
(ue)T fBedV e+
∑
e
∫
S
(uSf e)T fSf edSe+
∑
i
(ui)T ric −
∑
e
∫
V
(ε¯e)TσedV e
+
∑
e
∫
V
(ue)T Ieu¨dV e = 0
(3.65)
Os deslocamentos (u, v, w) medidos em um sistema de coordenadas locais (x, y, z) definido
ao n´ıvel de elementar sa˜o assumidos ser uma func¸a˜o dos deslocamentos nodais dos elementos
finitos. Assim, para cada elemento e tem-se:
u˜e = Neu (3.66)
onde, Ne e´ a matriz das func¸o˜es de interpolac¸a˜o de um elemento e e u e´ o vetor de desloca-
mentos nodais ui, vi, wi dos no´s de cada elemento.
Com a hipo´tese de que os deslocamentos sa˜o aproximados conforme a equac¸a˜o (3.66),
podem-se avaliar as deformac¸o˜es correspondentes como se segue:
εe = Beu (3.67)
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onde, Be e´ a matriz de deslocamentos-deformac¸a˜o, obtida apo´s a derivac¸a˜o e combinac¸a˜o das
linhas da matriz Ne, baseando-se no modelo cinema´tico espec´ıfico adotado no item anterior.
Desprezando as tenso˜es iniciais, as tenso˜es no elemento finito sa˜o relacionadas com as
deformac¸o˜es conforme a seguinte expressa˜o:
σe = Deεe (3.68)
onde, De e´ a matriz constitutiva do elemento.
Substituindo as equac¸o˜es (3.66), (3.67), (3.68) na equac¸a˜o (3.65), tem-se:
uT
{[∑
e
∫
V
(Be)T DeBedV e
]
u+
[∑
e
∫
V
(Ne)T IeNedV e
]
u¨
}
=
uT
[∑
e
∫
V
(Ne)T fBedV e+
∑
e
∫
Se
1
,...,Seq
(
NSfe
)T
fSf edSe + rc
] (3.69)
onde, as matrizes de interpolac¸a˜o dos deslocamentos de superf´ıcie NSf e sa˜o obtidas das
matrizes de interpolac¸a˜o dos deslocamentos Ne, atrave´s da substituic¸a˜o apropriada das co-
ordenadas do elemento da superf´ıcie. Este termo permite calcular o campo de forc¸as no
elemento que e´ equivalente ao carregamento externo f sf . No termo de ine´rcia Ie indica a
matriz com os coeficientes representativos da massa e da ine´rcia de inclinac¸a˜o.
A partir da equac¸a˜o (3.69) podem-se eliminar o termo (uT ) de ambos os lados, e escrever
a equac¸a˜o discretizada da seguinte maneira:
Mu¨+Ku = r (3.70)
onde, M e´ a matriz de massa global, igual a:
M =
∑
e
∫
V
(Ne)T IeNedV e (3.71)
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K e´ a matriz de rigidez global, igual a:
K =
∑
e
∫
V
(Be)T DBedV e (3.72)
e r e´ o vetor de carregamento que inclui as forc¸as de corpo do elemento, forc¸as de superf´ıcie e
forc¸as pontuais. Nota-se que a soma das integrais de volume dos elementos em (3.72 e 3.71),
expressa a montagem direta das matrizes de rigidez (K) e massa (M) dos elementos Ke e
Me para obter as matrizes de rigidez e massa totais do conjunto de elementos, ou a matriz
global. Do mesmo jeito, o vetor de forc¸a e´ calculado diretamente, montando-se os vetores
de forc¸a de corpo de cada elemento. Esta montagem segue a teoria cla´ssica do me´todo dos
deslocamentos Bathe, 1982 .
3.2.3 Elemento de placa de MacNeal
O elemento proposto para o desenvolvimento do me´todo de elementos finitos na soluc¸a˜o das
equac¸o˜es (3.61), e´ o elemento quadrila´tero de 4 no´s de placa de MacNeal MacNeal, 1982. A
motivac¸a˜o da escolha deste elemento apresenta-se a seguir:
• Por ser um elemento muito utilizado em aplicac¸o˜es pra´ticas, pois suas func¸o˜es de forma
sa˜o de baixa ordem, bi-linear para os deslocamentos e linear para as deformac¸o˜es,
representa menor custo computacional.
• Utiliza a teoria de Reissner-Mindlin apresentada anteriormente o que proporciona re-
sultados mais confia´veis quando comparado com a teoria de Kirchhoff.
• Apresenta boa performance comparada com os demais elementos desta categoria (Bathe,
Belytschko, Hugues) Camargo, 2004.
• Na˜o apresenta problemas de travamento por cisalhamento e modos espu´rios de energia
nula, em todas as diferentes condic¸o˜es de contorno, espessura e distorc¸a˜o geome´trica e
atende aos requisitos de compatibilidade Camargo, 2004.
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O elemento de 4 no´s de placa de MacNeal apresenta treˆs graus de liberdade, sendo eles o
deslocamento transversal w e as rotac¸o˜es θx e θy. Formando um total de 12 graus de liberdade.
Por se tratar de elemento de placa, os 4 no´s do elemento devem se situar no mesmo plano e
podendo assumir qualquer tipo de formato geome´trico desde que esta condic¸a˜o seja cumprida.
Isto e´ a distorc¸a˜o no plano e´ admitida.
x
y
(−1,−1) (1,−1)
(1, 1) (−1, 1)
γax
γbx
γcyγ
d
y
A
B
C
D
γ1
γ2
γ3
γ4
ξ
η
1/
√
3 1/
√
3
Figura 3.8: Elemento de 4 no´s de placa de MacNeal nas coordenadas isoparame´tricas e reais
Considerando um elemento de placa de Reissner-Mindlin da Figura 3.8, e sendo pz o
carregamento transversal por unidade de a´rea, a expressa˜o para o princ´ıpio dos deslocamentos
virtuais da equac¸a˜o (3.69) e´:
∫
A
∫ h/2
−h/2
[
ǫx ǫy γxy
]  σxσy
τxy
 dzdA+ ∫
A
∫ h/2
−h/2
[
γxz γyz
] [ τxz
τyz
]
dzdA
+
∫
A
∫ h/2
−h/2
[
w θx θy
]  ρh 0 00 ρh3
12
0
0 0 ρh
3
12
 w¨θ¨x
θ¨y
 dzdA
=
∫
A
[
w θx θy
]
pzdA
(3.73)
Substituindo as equac¸o˜es (3.55), (3.56), (3.57), na equac¸a˜o (3.73), tem-se,
Mu¨+ [Kb +Ks]u = r (3.74)
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onde,
M =
∫
A
NT INdA (3.75)
Kb =
∫
A
Bb
TDbBbdA
Ks =
∫
A
Bs
TDsBsdA
(3.76)
O termo Kb da equac¸a˜o (3.76), refere-se ao efeito da flexa˜o da matriz de rigidez, onde
Bb e´ a matriz de deslocamento-deformac¸a˜o devido a` flexa˜o, obtida a partir de:
ǫb =

∂θy
∂x
−∂θx
∂y
−∂θx
∂x
+ ∂θy
∂y
 (3.77)
sendo,
ǫb = Bbu (3.78)
A interpolac¸a˜o de varia´veis (coordenadas e deslocamentos) e´ feita atrave´s da formulac¸a˜o
isoparame´trica Cook et al., 1989, tendo no elemento de refereˆncia, as coordenadas ξ, η ,
correspondentes as coordenadas reais x, y do plano da placa, como mostra a` Figura 3.8.
Assim, as coordenadas x, y, sa˜o interpoladas como func¸a˜o das coordenadas isoparame´tricas
da forma:
x(ξ, η) = Nx
y(ξ, η) = Ny
(3.79)
onde, x =
{
xi xj xk xl
}T
e y =
{
yi yj yk yl
}T
sa˜o os vetores com as coordenadas
nodais dos no´s no plano da placa, isto e´ para o referencial local.
Da mesma maneira as rotac¸o˜es θx e θy sa˜o interpoladas na forma da equac¸a˜o (3.66), como
segue:
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θx(ξ, η) = Nθx (3.80)
onde,
N =
[
N1 N2 N3 N4
]
=
[
(1−ξ)(1−η)
4
(1+ξ)(1−η)
4
(1+ξ)(1+η)
4
(1−ξ)(1+η)
4
]
(3.81)
Derivando as equac¸o˜es (3.80), com relac¸a˜o a x e y , tem-se:
{ ∂θi
∂x
∂θi
∂y
}
= J−1
{
∂θi
∂ξ
∂θi
∂η
}
(3.82)
onde J e´ o jacobiano do elemento:
Usando as equac¸o˜es (3.78) ate´ (3.82), O termo Kb da equac¸a˜o (3.76), pode ser calculado
em func¸a˜o das coordenadas isoparame´tricas da forma:
Kb =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
Bb(ξ, η)
TCbBb(ξ, η) detJ dηdξ (3.83)
O termo Ks da equac¸a˜o (3.76), refere-se ao efeito de cisalhamento da matriz de rigidez,
onde Bs e´ a matriz de deslocamento-deformac¸a˜o devido ao cisalhamento. Para calcular
esta matriz, MacNeal utiliza um novo me´todo para interpolar as deformac¸o˜es transversais,
usando o me´todo de deformac¸a˜o assumida (”Assumed Strain Method”) MacNeal, 1982. Nesta
formulac¸a˜o as deformac¸o˜es por cisalhamento variam linearmente da forma:
{
γx
γy
}
=
[
1 y 0 0
0 0 1 x
]
e1
e2
e3
e4
 (3.84)
onde, ei, sa˜o os coeficientes na equac¸a˜o de interpolac¸a˜o. A Figura 3.8 mostra a localizac¸a˜o
das componentes das deformac¸o˜es, γk, onde k = 1, 2, 3, 4 e indica a maneira na qual os eixos
x, y da equac¸a˜o (3.84) sa˜o escolhidos. Assim a equac¸a˜o (3.84), pode-se reescrever como:
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
γ1
γ2
γ3
γ4
 =

1 y 0 0
0 0 1 x
1 y 0 0
0 0 1 x


e1
e2
e3
e4
 = Ae (3.85)
Fazendo uso da equac¸a˜o (3.85) e a rotac¸a˜o de coordenadas devido a` inclinac¸a˜o dos lados
do elemento em relac¸a˜o aos eixos de refereˆncia local x, y, o vetor de deformac¸o˜es, tambe´m
pode ser definido por:

γ1
γ2
γ3
γ4
 =

cos δ1 y1 cos δ1 −senδ1 −x1senδ1
− cos δ2 −y2 cos δ2 senδ2 x2senδ2
cos δ3 y3 cos δ3 −senδ3 −x3senδ3
− cos δ4 −y4 cos δ4 senδ4 x4senδ4


e1
e2
e3
e4
 = Be (3.86)
onde, δi sa˜o os aˆngulos entre o eixo x e os lados AB,BC,CD,DA do elemento respectiva-
mente.
Os componentes das deformac¸o˜es por cisalhamento podem ser relacionados aos desloca-
mentos e rotac¸o˜es dos no´s do elemento atrave´s da equac¸a˜o (3.56). Assim, por exemplo, para
o lado AB da Figura 3.8, θy varia linearmente ao longo deste lado de comprimento l1 , e pode
ser calculado como a me´dia das rotac¸o˜es nodais θA e θB. Dessa forma a deformac¸a˜o γ1 pode
ser calculada usando a seguinte expressa˜o:
γ1 =
ωB − ωA
l1
+
θA + θB
2
(3.87)
Nota-se que as rotac¸o˜es θA e θB sa˜o quantidades vetoriais e devem ser escritas em func¸a˜o
das suas componentes referentes aos eixos x, y. Fazendo-se o mesmo procedimento anterior
pode-se obter as deformac¸o˜es γ2,γ3 e γ4 dos demais lados do elemento, escrevendo matricial-
mente, tem-se:

γ1
γ2
γ3
γ4
 = Cuˆ (3.88)
onde,
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u =

wi
θxi
θyi
 com i = 1, 2, 3, 4 (3.89)
Fazendo uso das equac¸o˜es (3.85),(3.86),(3.88), a matriz de deslocamento-deformac¸a˜o devida
ao cisalhamento Bs e´ dada por:
Bs = AB
−1Cu (3.90)
e finalmente a matriz de rigidez por cisalhamento e´ dada por (MacNeal, 1978):
Ks = Bs
T (Zs + Zb)
−1Bs (3.91)
onde, Zs e´ a matriz de flexibilidade devida ao cisalhamento e Zb e´ a matriz de flexibilidade
residual devida a` flexa˜o. A matriz Zs e´ calculada como segue:
Zs = Vs
−1Gs
−1Vs
−1 (3.92)
onde, Vs e´ uma matriz que conte´m os efeitos de volume dada por:
Vs =

√
2Jaha 0 0 0
0
√
2Jbhb 0 0
0 0
√
2Jchc 0
0 0 0
√
2Jdhd
 (3.93)
Na equac¸a˜o (3.93), Ji e´ o determinante do jacobiano avaliado no ponto i = a, b, c, d
como mostra a Figura 3.8, hi e´ a espessura da placa nos no´s. A matriz Gs para materiais
isotro´picos, e´ igual a:
Gs =

Gs 0 0 0
0 Gs 0 0
0 0 Gs 0
0 0 0 Gs
→ Gs = Ehk2(1 + ν) (3.94)
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A ordem dos termos nas matrizes anteriores e´ consistente com o arranjo dos pontos de
integrac¸a˜o da Figura 3.8, e admite um modelo de placa com espessura varia´vel.
A matriz de flexibilidade residual de flexa˜o, para materiais isotro´picos, e´ dada por:
Zb =
1
12AE11I0

(1 + a)∆x2 (1− a)∆x2 0 0
(1− a)∆x2 (1 + a)∆x2 0 0
0 0 (1 + b)∆y2 (1− b)∆y2
0 0 (1− b)∆y2 (1 + b)∆y2
 (3.95)
onde, A = ∆x∆y e´ a a´rea da superf´ıcie do elemento, I0 = h
3/12 e´ o momento de ine´rcia de
flexa˜o por unidade de largura; ∆x = 0.5(x2+ x3− x1−x4), ∆y = 0.5(y3+ y4− y1− y2) e E11
e´ o termo da diagonal na matriz de elasticidade definido na equac¸a˜o (3.57). Os coeficientes
a e b foram obtidos atrave´s de experimentac¸a˜o nume´rica (MacNeal, 1978):
a =
∈
∈ + (1− ∈) ∆x2
∆y2
, b =
∈
∈ + (1− ∈) ∆y2
∆x2
(3.96)
Sendo ∈= 0.04 um paraˆmetro livre.
A matriz de massa M definida na equac¸a˜o (3.75), pode ser calculada em func¸a˜o das
coordenadas isoparame´tricas da forma:
M =
∫
η
∫
ξ
N(ξ, η)T IN(ξ, η) det(J)dηdξ (3.97)
Agrupando as linhas da matriz das func¸o˜es de formas de acordo com a disposic¸a˜o dos
graus de liberdade no vetor u, a equac¸a˜o (3.97) pode ter o seguinte arranjo:
M =
∫
η
∫
ξ
NT
 ρh 0 00 ρh3
12
0
0 0 ρh
3
12
N detJdηdξ
N =
 N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0 N4 0 00 N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0 N4 0
0 0 N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0 N4

uT =
{
w1θx1θy1w2θx2θy2w3θx3θy3w4θx4θy4
}
(3.98)
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Desta forma foi poss´ıvel acrescentar ao modelo implementado por Camargo, 2004, na lin-
guagem de programac¸a˜o C++, o efeito dinaˆmico da placa e reestruturar a implementac¸a˜o com
base na linguagem Fortran90. Esta foi uma das contribuic¸o˜es deste programa de mestrado,
para o grupo do Departamento de Mecaˆnica Computacional da Unicamp.
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3.2.4 Cascas como montagem de elementos planos
Uma casca e´ uma estrutura que pode ser derivada de uma placa formada por um plano me´dio
curvo. A tensa˜o resultante, paralela ao plano me´dio da placa/casca, tem agora componente
normal a` superf´ıcie, a qual suporta a maior parte da carga. Uma estrutura de casca suporta
carregamento em todas as direc¸o˜es, momentos fletores e momentos torsores. Derivar em de-
talhes as equac¸o˜es de governo de um a casca curva e aplicar o me´todo usual, em elementos
finitos, definindo as func¸o˜es de forma e substituindo dentro da equac¸a˜o constitutiva, apre-
senta muitas dificuldades. Por esta causa existem variadas alternativas para a formulac¸a˜o
deste tipo de estruturas (Zienkiewicz and Taylor, 1986).
As estruturas de casca, montadas a partir de elementos planos, teˆm sido muito usadas
para a modelagem por elementos finitos de fuselagem de aeronaves (Liu and Quek, 2003).
Um procedimento bastante adotado, para superposic¸a˜o de placas, sera´ apresentado neste
trabalho para um elemento de casca quadrila´tero de quatro no´s. O procedimento consiste em
dividir a estrutura de casca (curva) em diferentes elementos retos, superpondo os efeitos de
membrana (tensa˜o plana) com a flexa˜o de placas. A curvatura da casca sera´ feita mudando a
orientac¸a˜o dos elementos no espac¸o, consequ¨entemente se a curvatura da estrutura for muito
grande sera´ necessa´ria uma quantidade maior de elementos.
A Figura 3.9, mostra os efeitos de tensa˜o plana e efeitos de flexa˜o que atuam simultane-
amente no elemento de casca nas coordenadas locais x, y, z .
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Deslocamento no plano (membrana)
Deslocamentos em flexão
x
x
y
y
z
z
u
v
w
P
qx
qy
θx
θy
θz
Figura 3.9: Elemento de casca sujeito a deslocamentos de membrana e flexa˜o
O primeiro elemento mostrado na Figura 3.9, possui comportamento de membrana, ja´
que so´ suporta carregamento no plano x, y. Assim o comportamento dinaˆmico e´ descrito em
termos dos deslocamentos u e v em cada um dos no´s do elemento, da forma:
Mmu¨m +Kmum = fm (3.99)
com,
umi =
{
ui
vi
}
i = 1, 2, 3, 4 (3.100)
Para que este elemento possa ter a forma de um quadrila´tero arbitraria, e´ necessa´rio
transformar as coordenadas x, y em coordenadas isoparametricas planas ξ, η. Para um ele-
mento de quatro no´s, estes eixos passam atrave´s do ponto me´dio dos lados opostos e devem
ser ortogonais e na˜o paralelos aos eixos x, y. Assim os lados do elemento esta˜o em ξ = ±1 e
η = ±1. Desta forma as coordenadas x e y sa˜o interpoladas por:
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x =
∑
Nixi
y =
∑
Niyi
(3.101)
onde,
N1 =
1
4
(1− ξ) (1− η) N2 = 14 (1 + ξ) (1− η)
N3 =
1
4
(1 + ξ) (1 + η) N4 =
1
4
(1− ξ) (1 + η)
(3.102)
Os deslocamentos u e v tambe´m podem ser interpolados usando as func¸o˜es de formas Ni
da equac¸a˜o (3.102), da seguinte forma:
u = Nu
v = Nv
(3.103)
As matrizes de rigidez e massa para este tipo de elemento, representadas na equac¸a˜o
(3.99), sera˜o calculadas usando as func¸o˜es de forma da equac¸a˜o (3.102) (Ni) e as derivadas
destas com relac¸a˜o as coordenadas isoparametricas ξ, η, assim:
Km =
∫ 1
−1
∫ 1
−1 tB
TDBdet(J)dξdη
Mm = ρ
∫ 1
−1
∫ 1
−1 tN
TNdet(J)dξdη
(3.104)
onde,
B = J−1Dv
J =
[ ∑
∂Ni
∂ξ
xi
∑
∂Ni
∂ξ
yi∑
∂Ni
∂η
xi
∑
∂Ni
∂η
yi
]
i = 1, 2, 3, 4
Dv =
[
∂N1
∂ξ
∂N2
∂ξ
∂N3
∂ξ
∂N4
∂ξ
∂N1
∂η
∂N2
∂η
∂N3
∂η
∂N4
∂η
] (3.105)
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J e´ chamada de matriz Jacobiana, D e´ a matriz constitutiva que e´ func¸a˜o das propriedades
do material, no estado plano de tensa˜o para materiais isotro´picos Cook et al., 1989, Dv e´ a
matriz das derivadas das func¸o˜es de forma no referencial local, h e´ a espessura do elemento.
Quando a flexa˜o de placas e´ considerada, e´ avaliado o campo de deslocamentos w, θx e
θy. O comportamento dos elementos de placa foi descrito na sec¸a˜o (3.2) e e´ dado por:
Mpu¨p +Kpup = fp (3.106)
com,
upi =

wi
θxi
θyi
 (3.107)
As letras m e p significam, matrizes ou vetores do elemento de membrana e placa respecti-
vamente.
Combinando as duas equac¸o˜es, pode-se obter as equac¸o˜es de movimento para cada ele-
mento de casca, da forma:
Mcu¨c +Kcuc = f c (3.108)
onde,
Mc =
 Mm 0 00 Mp 0
0 0 mI

Kc =
 Km 0 00 Kp 0
0 0 kI

uci =

ui
vi
wi
θxi
θyi
θzi

(3.109)
50
Na equac¸a˜o (3.109), sa˜o inclu´ıdas as rotac¸o˜es do plano do elemento θz atrave´s dos termos
m e k. Estes coeficientes sa˜o definidos como a mile´sima parte do menor valor do elemento da
diagonal das matrizes de massa e rigidez respectivamente Bathe, 1982. Este valor e´ obtido
por experimentac¸a˜o nume´rica e conduz a boas aproximac¸o˜es (Zienkiewicz and Taylor, 1986
e Bathe, 1982).
x
y
z
z
X
Y
Z
i
j
kl
vij
vil
Figura 3.10: Elemento de casca nas coordenadas globais
As matrizes derivadas anteriormente usam um sistema de coordenadas locais x, y, z. Sera´
necessa´rio transformar as coordenadas locais nas coordenadas globais X, Y, Z, comuns para
todos os elementos, para assim montar apropriadamente todas as matrizes. Os dois sistemas
de coordenadas sa˜o mostrados na Figura 3.10. As forc¸as e os deslocamentos de um elemento
transformam-se das coordenadas globais em coordenadas locais atrave´s da matriz T, da
forma:
uc = TucG
(3.110)
f c = Tf cG
Para o elemento quadrila´tero de 4 no´s, a matriz T , e´ dada por:
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T =

L 0 0 0
0 L 0 0
0 0 L 0
0 0 0 L
 ; L = [ λ 00 λ
]
(3.111)
Com, λ matriz dos cossenos diretores dos aˆngulos entre os dois sistemas de refereˆncia,
definida na sec¸a˜o (3.1.3), da forma:
λ =
 cosxX cosxY cosxZcosyX cosyY cosyZ
coszX coszY coszZ
 (3.112)
Pela regra da ortogonalidade vista na sec¸a˜o (3.1.3) , as matrizes de rigidez e massa de
cada elemento de placa expressas nas coordenadas globais, ficam:
KcG = T
TKcT
McG = T
TMcT
(3.113)
Para calcular as matrizes Mm, Mp, Km, Kp, e´ necessa´rio transformar as coordenadas
globais de cada um dos no´s dos elementos de casca em coordenadas locais (transformac¸a˜o
inversa), tendo em vista que estas matrizes foram definidas para no´s localizados no mesmo
plano, tanto para a flexa˜o de placas como para a deformac¸a˜o de membrana. Esta trans-
formac¸a˜o pode ser feita usando a matriz dos cossenos diretores da equac¸a˜o (3.112), da forma:

x
y
z
 = λ

X
Y
Z
 (3.114)
Uma vez que as matrizes de rigidez e massa de flexa˜o e membrana sejam calculadas, estas
devem ser montadas na forma da equac¸a˜o (3.110) e transformadas para o sistema de coorde-
nadas global, comum para todos os elementos. Os resultados dos deslocamentos calculados
tambe´m sa˜o referidos ao sistema global.
Os cossenos diretores da matriz λ da equac¸a˜o (3.112). Deve ser determinada para todos
os elementos usando o me´todo de transformac¸a˜o de coordenadass visto na sec¸a˜o (3.1.3).
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Tendo-se as coordenadas dos no´s i e j no referencial global (Xi, Yi, Zi) e (Xj, Yj, Zj)
respectivamente, visto na Figura 3.10, tem-se que os cossenos diretores do eixo x em relac¸a˜o
aos eixos X, Y, Z globais sa˜o definidos por:
cosxX =
Xi −Xj
Lx
cosxY =
Yi − Yj
Lx
cosxZ =
Zi − Zj
Lx
(3.115)
onde,
Lx =
[
(Xi −Xj)2 + (Yi − Yj)2 + (Zi − Zj)2
]1/2
(3.116)
Agora a direc¸a˜o z no referencial local do elemento, estara´ definida usando a definic¸a˜o do
produto vetorial da forma:
vz = vij × vil (3.117)
onde,
vij =

Xi −Xj
Yi − Yj
Zi − Zj
 vil =

Xi −Xl
Yi − Yl
Zi − Zl
 (3.118)
E os cossenos diretores da direc¸a˜o z, ficam:

coszX
coszY
coszZ
 = 1Lzvz (3.119)
Da mesma forma, usando-se tambe´m o produto vetorial, entre o vetor na direc¸a˜o x local
e o vetor obtido na equac¸a˜o (3.117), tem-se um vetor que define a direc¸a˜o y do elemento e o
seu correspondente vetor unita´rio, definindo assim os cossenos diretores do mesmo.
vy = vz × vij (3.120)
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
cosyX
cosyY
cosyZ
 = 1Lyvy (3.121)
Com esta metodologia, pode-se definir a matriz L da equac¸a˜o (3.111), e por conseguinte
calcular a transformac¸a˜o do sistema local para o sistema global do elemento. Esta foi outra
contribuic¸a˜o feita neste trabalho no aˆmbito do grupo do Departamento de Mecaˆnica Com-
putacional. A implementac¸a˜o foi efetuada em FORTRAN90, e uma metodologia de validac¸a˜o
rigurosa foi efetuada para testar e consolidar a implementac¸a˜o efetuada.
3.3 Resposta em frequ¨eˆncia do sistema estrutural
Para resolver o problema dinaˆmico estrutural no domı´nio das frequ¨eˆncias, usa-se o me´todo
direto convencional, que consiste em resolver as equac¸o˜es matriciais, obtidas nas sec¸o˜es an-
teriores, para cada frequ¨eˆncia de excitac¸a˜o. O problema de pequenas oscilac¸o˜es harmoˆnicas
forc¸adas e´ considerado sendo o vetor de excitac¸a˜o f , que representam as forc¸as harmoˆnicas
nodais atuando na estrutura, que produzem uma resposta tambe´m harmoˆnica da forma:
f = |f | ejωt
u = |u| ejωt
(3.122)
onde, |f | e´ a amplitude da forc¸a de excitac¸a˜o f , |u| e´ a amplitude da resposta u, ω a frequ¨eˆncia
de excitac¸a˜o e j e´ o termo imagina´rio.
Substituindo a equac¸a˜o (3.122) na equac¸a˜o do movimento, tem-se:
(K− ω2M) |u| = |f |
Z |u| = |f |
(3.123)
sendo Z a matriz de impedaˆncia do sistema. Resolvendo diretamente a equac¸a˜o (3.123) para
uma frequ¨eˆncia dada, tem-se a Resposta em Frequ¨eˆncia Direta, obtida por:
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|u| = Z−1 |f | (3.124)
que deve ser resolvido para cada frequ¨eˆncia, gerando assim as curvas de resposta em frequ¨eˆncia
do sistema. Ha´ formas mais otimizadas para soluc¸a˜o da equac¸a˜o (3.123), tais como as te´cnicas
de reduc¸a˜o modal para sistemas acoplados, que na˜o sera˜o estudadas neste trabalho, pois na
sequ¨eˆncia sera˜o usados elementos do tipo espectral para modelagem de materiais porosos,
cujas expresso˜es na˜o permitem reduc¸o˜es modais de forma convencional. Outra alternativa e´
o uso de me´todos particionados (Larbi et al., 2005), que ainda na˜o esta˜o consolidados para
este tipo de problema, gerando oscilac¸o˜es espu´rias nos resultados.
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Cap´ıtulo 4
Formulac¸a˜o para o problema acoplado
fluido-estrutura
O procedimento tradicional para a soluc¸a˜o de problemas de sistemas acoplados fluido-estrutura
consiste em resolver simultaneamente as equac¸o˜es que modelam os domı´nios so´lidos e as
equac¸o˜es dos domı´nios fluidos, incluindo-se os efeitos da interac¸a˜o. Este acoplamento per-
mite obter um sistema de equac¸o˜es cuja resoluc¸a˜o conduz aos campos de deslocamentos e de
presso˜es das fases so´lidas e fluida respectivamente.
O tipo de formulac¸a˜o adotado neste trabalho para a soluc¸a˜o do sistema acoplado fluido-
estrutura e´ a formulac¸a˜o em pressa˜o (Zienkiewicz and Newton, 1969, Morand and Ohayon,
1979, Hamdi et al., 1978, Goransson, 1988) na qual usa-se uma descric¸a˜o Euleriana para o
modelamento do domı´nio fluido, e uma descric¸a˜o Lagrangiana para o domı´nio so´lido, descrita
nas sec¸o˜es anteriores.
Nesta aplicac¸a˜o a estrutura e´, por hipo´tese, constitu´ıda de material ela´stico linear, isotro´pico
e homogeˆneo. O fluido e´ considerado ideal, sem viscosidade e isotro´pico, onde a pressa˜o e
densidade variam ao redor de valores de equil´ıbro. A influeˆncia dos termos convectivos na
equac¸a˜o de governo sa˜o desprez´ıveis e e´ considerado um fluido na˜o rotacional.
A formulac¸a˜o para o problema mostrado na Figura 4.1 e´ descrita pelas seguintes equac¸o˜es
(Morand and Ohayon, 1995).
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Figura 4.1: Estrutura ela´stica contendo fluido
σij,j(u) + ω
2ρsui = 0 em Ωs (4.1)
σij(u)n
S
j = F
d
i sobre Γ1 (4.2)
σij(u)n
S
j = pni sobre ΓI (4.3)
∂p
∂n
= ω2ρfu · n sobre ΓI (4.4)
∇2p− ω
2
c2
p = 0 em Ωf (4.5)
onde, a equac¸a˜o (4.1) e´ a equac¸a˜o elastodinaˆmica do domı´nio so´lido; a equac¸a˜o (4.2) sa˜o as
condic¸o˜es de contorno na superf´ıcie do domı´nio estrutural, onde sa˜o aplicadas as forc¸as F di ;
(4.3) sa˜o as condic¸o˜es de contorno resultantes da ac¸a˜o das forc¸as de pressa˜o exercidas pelo
fluido sobre a estrutura na interface ΓI , n representa o vetor unita´rio normal ao fluido; as
equac¸o˜es (4.4) e (4.5) sa˜o respectivamente as condic¸o˜es de contorno para o fluido na interface
ΓI e a equac¸a˜o de Helmholtz que governa o comportamento para um domı´nio fluido. AS
equac¸o˜es 4.1, 4.2 e 4.3 foram particularizadas nas sec¸o˜es anteriores para os casos da viga e
da casca, e na˜o sa˜o discutidas nesta sec¸a˜o.
4.1 Equac¸o˜es de governo do domı´nio fluido
A equac¸a˜o de governo para o domı´nio fluido e´ ser definida pela equac¸a˜o (4.6) e conduz ao
modelo cla´ssico da onda acu´stica, que e´ particularmente adaptado para o caso de pequenos
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movimentos do fluido entorno de uma posic¸a˜o de estado de equil´ıbrio. Esta equac¸a˜o e´ definida
para presso˜es variando no tempo e no espac¸o.
∇2p(x, t)− 1
c2
p¨(x, t) = fv em Ωf (4.6)
onde, p(x, t) e´ o campo escalar de presso˜es hidrosta´ticas definido como func¸a˜o da posic¸a˜o e
o tempo, c a velocidade de propagac¸a˜o do som no fluido, fv sa˜o as forc¸as de volume (ou de
superf´ıcie em problemas bi-dimensionais) e x e´ o vetor posic¸a˜o, ou seja, x(x, y, z).
A equac¸a˜o 4.6 pode ser resolvida escrevendo o problema na forma diferencial e aplicando
o me´todo dos Res´ıduos Ponderados, definido na sec¸a˜o (3) para o domı´nio estrutural. Nesta
forma a equac¸a˜o integral da equac¸a˜o (4.6) esta´ dado pela seguinte expressa˜o:
∫
Ωf
WlRdΩ =
∫
Ωf
Wl(∇2p− 1
c2
p¨− fv)dΩ =0 (4.7)
Na forma integral definida pela equac¸a˜o (4.7), p deve ser duas vezes deriva´vel e satisfazer
a condic¸a˜o de contorno dada pela equac¸a˜o (4.5) e as condic¸o˜es de superf´ıcie livre (SL)(p = 0)
e superf´ıcie de parede r´ıgida (PR) ( ∂p
∂n
= 0) presentes quando o fluido e´ exterior.
Integrando por partes a equac¸a˜o (4.7), tem-se a forma fraca da formulac¸a˜o integral, dada
por:
∫
Ωf
∇Wl∇pdΩ + 1c2
∫
Ωf
Wlp¨dΩ =
∫
Γf
Wl
∂p
∂~n
Γ− ∫
Ωf
WlfvdΩ (4.8)
A integral de superf´ıcie (Γf) na equac¸a˜o (4.8) esta´ relacionada com todas as condic¸o˜es
de contorno do domı´nio fluido, incluindo-se: superf´ıcie livre, parede r´ıgida, interface fluido
estrutura, influeˆncia de ondas de superf´ıcie, condic¸a˜o de radiac¸a˜o de Sommerfield para flu-
ido infinito, entre outras (Galli, 1995). Para esta aplicac¸a˜o na˜o sera˜o levadas em conta as
condic¸o˜es de ondas de superf´ıcie e fluido infinito. Desta forma a equac¸a˜o integral na forma
fraca para o domı´nio fluido e´ dada pela equac¸a˜o (4.9):
∫
Ωf
∇Wl∇pdΩ + 1c2
∫
Ωf
Wlp¨dΩ =
∫
ΓPR
Wl
∂p
∂~n
dΓ
+
∫
ΓSL
Wl
∂p
∂~n
dΓ +
∫
ΓI
Wl
∂p
∂~n
dΓ− ∫
Ωf
WlfvdΩ
(4.9)
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Aplicando-se as condic¸o˜es de superf´ıcie livre (SL) e parede r´ıgida (PR) e interface , tem-se:
∫
Ωf
∇Wl∇pdΩ+ 1
c2
∫
Ωf
Wlp¨dΩ = −ρf
∫
ΓI
Wl~nu¨dΓ−
∫
Ωf
WlfvdΩ (4.10)
Usando-se o me´todo de Galerkin, admite-se a func¸a˜o de ponderac¸a˜o como sendo igual a`
variac¸a˜o da inco´gnita (p), ou seja Wl = δp.
Discretizando o domı´nio fluido pelo me´todo dos elementos finitos e usando a aproximac¸a˜o
polinomial cla´ssica da varia´vel inco´gnita para cada um dos elementos, tem-se:
p = Nfp (4.11)
p¨ = Nf p¨ (4.12)
δp = Nfδp (4.13)
∇p = Bfp (4.14)
onde, Nf e´ o vetor das func¸o˜es de forma do fluido, Bf conte´m as derivadas de Nf e p e´ o
vetor das presso˜es nodais do elemento.
Assim, substituindo as equac¸o˜es (4.11), (4.12), (4.13) e (4.14) na equac¸a˜o (4.10), tem-se
a partir da contribuic¸a˜o de cada elemento a seguinte expressa˜o:
N∑
e=1

(∫
Ωf
BTfBfdΩ
)
p+
(
1
c2
∫
Ωf
NTfNfdΩ
)
p¨
−
(
−ρf
∫
ΓI
NTf ~nNsdΓ
)
u¨− ∫
Ωf
NTf fvdΩ
δp = 0 (4.15)
onde, N e´ o nu´mero de elementos finitos.
A equac¸a˜o (4.15) pode ser escrita na forma matricial, como segue:
Mf p¨+Kfp = −ρfLT u¨+ ff (4.16)
onde,Mf e´ a matriz de Ine´rcia do fluido, Kf e´ a matriz volume´trica, correspondente a` matriz
cine´tica do fluido e LT e´ a matriz de acoplamento.
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O acoplamento entre o fluido e a estrutura e´ descrito pela condic¸a˜o de contorno dada
pela equac¸a˜o (4.4), a qual levou-nos a` definic¸a˜o da matriz de acoplamento LT que garante a
compatibilidade cinema´tica na direc¸a˜o normal a` interface. Assim o efeito da distribuic¸a˜o de
presso˜es do fluido sobre a superf´ıcie de interface pode ser aproximada como:
FI =
∫
ΓI
NTs pdΓ =
(∫
ΓI
NTs ~nNfdΓ
)
p (4.17)
onde, a matriz de acoplamento e´ definida pela seguinte equac¸a˜o:
L =
∫
ΓI
NTs ~nNfdΓ (4.18)
onde, ~n indica a direc¸a˜o normal exterior ao domı´nio fluido.
Assim, o termo FI e´ adicionado a` equac¸a˜o da estrutura (equac¸a˜o(3.35))da forma:
Msu¨+Ksu = Lp+ f s (4.19)
Colocando as equac¸o˜es (4.19) e (4.16) em uma forma matricial, tem-se:
[
Ms 0
ρfL
T Mf
]{
u¨
p¨
}
+
[
Ks −L
0 Kf
]{
u
p
}
=
{
fs
fp
}
(4.20)
ou na forma compacta:
Mu¨fs+Kufs= f fs (4.21)
Com esta formulac¸a˜o em pressa˜o para sistemas acoplados fluido-estrutura, chega-se a
matrizes na˜o sime´tricas definidas pela equac¸a˜o (4.20) o que constitui uma desvantagem do
ponto de vista de eficieˆncia computacional na resoluc¸a˜o do problema.
A vantagem desta formulac¸a˜o em pressa˜o e´ a necessidade de um menor nu´mero de graus
de liberdade para se modelar o domı´nio fluido (Galli, 1995). Por exemplo na aplicac¸a˜o
tridimensional de casca acopladas com fluidos, sera˜o necessa´rias seis graus de liberdade para
a estrutura e so´ um grau de liberdade para o fluido (pressa˜o).
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Esta formulac¸a˜o pode ser aplicada em problema de vibrac¸o˜es harmoˆnicas de sistemas
acoplados (vibroacu´stica), e para problemas de estruturas submersas em meio fluido sem
escoamento (Interac¸a˜o fluido-estrutura).
4.2 Elementos finitos para o domı´nio fluido
Para a modelagem o domı´nio fluido, na ana´lise do problema acoplado fluido-estrutura, foram
usados elementos isoparame´tricos planos e tridimensionais do tipo Lagrange cla´ssicos . Estes
elementos sa˜o muito versa´teis para este tipo de aplicac¸a˜o.
Usando-se as coordenadas de referencia isoparame´tricas tridimensionais(ξ, η, ζ) as ma-
trizes de cada elemento fluido (equac¸a˜o (4.16)), podem ser escritas em func¸a˜o destas coorde-
nadas como se mostra nas equac¸o˜es (4.22) e (4.23). Este me´todo gera func¸o˜es de forma para
aproximar tanto as coordenadas retangulares quanto a varia´vel inco´gnita (p) e a forma geral
das matrizes do problema e´ dado por.
Kef =
∫
Ωe
f
BTfBfdΩ =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
Bf(ξ, η, ζ)
TQTQB(ξ, η, ζ)f det(J)dξdηdζ (4.22)
Mef =
∫
Ωe
f
BTfBfdΩ =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
Bf(ξ, η, ζ)
TB(ξ, η, ζ)f det(J)dξdηdζ (4.23)
onde, J e´ a matriz Jacobiana e´ dada pela equac¸a˜o (4.24), Q e´ igual a` inversa de J:
J =

∂x
∂ξ
∂y
∂ξ
∂z
∂ξ
∂x
∂η
∂y
∂η
∂z
∂η
∂x
∂ζ
∂y
∂ζ
∂z
∂ζ
 (4.24)
O elemento isoparame´trico plano usado nesta aplicac¸a˜o e´ definido pela aproximac¸a˜o ap-
resentada na equac¸a˜o (3.102). Para o caso tridimensional foram implementados elementos
hexae´dricos de 8 no´s, com aproximac¸a˜o tri-linear para as coordenadas e a pressa˜o. Este
elemento e´ mostrado na Figura 4.2 e as func¸o˜es de forma sa˜o definidas na equac¸a˜o (4.25).
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Nf1 =
1
4
(1− ξ)(1− η)(1− ζ) Nf5 = 14(1− ξ)(1− η)(1 + ζ)
Nf2 =
1
4
(1 + ξ)(1− η)(1− ζ) Nf6 = 14(1 + ξ)(1− η)(1 + ζ)
Nf3 =
1
4
(1 + ξ)(1 + η)(1− ζ) Nf7 = 14(1 + ξ)(1 + η)(1 + ζ)
Nf4 =
1
4
(1− ξ)(1 + η)(1− ζ) Nf8 = 14(1− ξ)(1 + η)(1 + ζ)
(4.25)
x
y
z
1
3
4
5
6
7
8
5
6
7
3
2
2
1
4
η
ξ
ζ
Figura 4.2: Elemento Hexae´drico de 8 no´s
4.3 Elementos finitos de interface
A ligac¸a˜o entre os domı´nios fluido e estrutural no problema acoplado e´ feita atrave´s da
matriz de interface LT (equac¸a˜o (4.18)). Assim aplicando-se o me´todo de elementos finitos,
e´ necessa´ria a discretizac¸a˜o de um domı´nio de interface, independente dos domı´nio fluido e
estrutural (Pavanello, 1991), e a definic¸a˜o das matrizes elementares de acoplamento dadas
pela seguinte equac¸a˜o:
LTe =
∫
Ωe
I
NTf ~nNsdΩ (4.26)
onde, Nf e Ns sa˜o os vetores das func¸o˜es do fluido e da estrutura respectivamente e ~n indica
a direc¸a˜o normal exterior ao domı´nio fluido.
Nesta metodologia de acoplamento deseja-se garantir a continuidade cinema´tica dos domı´nios
fazendo que os no´s de cada elemento de interface coincidam com os no´s dos elementos do
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fluido e da estrutura em dita interface. Assim para a ana´lise bidimensional sa˜o usados elemen-
tos lineares de dois no´s ou elementos quadrila´teros de quatro no´s, acoplados aos elementos
quadrila´teros do fluido e lineares da estrutura. Estes elementos esta˜o representado na Figura
4.3, e desenvolvidos em Goransson, 1988:
1
2
34
1
2
1 2
34
1 2
k
lElemento estrutural
linear 2 nós  3DOF
Elemento interface
3DOF(s)+1DOF(f) =4DOF
Elemento fluido
QUAD4  1DOF
Elemento estrutural
linear 2 nós  3DOF
Elemento interface
3DOF(s)+1DOF(f) =4DOF
Elemento fluido
QUAD4  1DOF
ii jj
Figura 4.3: Elementos de interface 2D
Para o problema tridimensional de acoplamento de placas e cascas com fluido, usa-se o
elemento de interface mostrado na Figura 4.4. A espessura deste elemento e´ igual a espessura
da placa e cada no´ deste possui inicialmente os graus de liberdade estruturais mais o grau de
liberdade de pressa˜o. Na implementac¸a˜o os no´s dos elementos estruturais sa˜o gerados a partir
dos elementos de interface e os graus de liberdade sa˜o trasladados, desta forma os elementos
de interface ficaram so´ com um grau de liberdade de pressa˜o por no´. Este procedimento
permite levar em conta a influeˆncia da variac¸a˜o de espessura da casca sobre o acoplamento
fluido-estrutura.
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Figura 4.4: Elemento de interface 3D
Para calcular a equac¸a˜o de interface, usando elementos tridimensionais, foram escol-
hidas uma se´rie de func¸o˜es de forma para cada grau de liberdade e usadas as func¸o˜es
isoparame´tricas. Como primeira aproximac¸a˜o foram acoplados so´ os graus de liberdade de
translac¸a˜o para definir a forc¸a que a estrutura exerce sobre o fluido, usando as seguintes
func¸o˜es de forma:
LTe =
∫
Ωe
I
NTf ~nNs det(J)dξdηdζ
Nf =
{
Nf4 Nf8 Nf7 Nf3
}
Ns =
{
Ns1 0 0 Ns2 0 0 Ns3 0 0 Ns4 0 0
} (4.27)
onde Nf3, Nf4, Nf7, Nf8, sa˜o definidas na equac¸a˜o (4.25) e Ns1, Ns2, Ns3, Ns4, definidas na
equac¸a˜o (3.102).
Em uma segunda aproximac¸a˜o, para o ca´lculo das matrizes de interface, foram acoplados
os graus de liberdade de translac¸a˜o e rotac¸a˜o da estrutura para o fluido, atrave´s de uma
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aproximac¸a˜o cu´bica para os graus de liberdade da estrutura e aproximac¸a˜o trilinear para os
graus de liberdade do fluido. Desta forma as func¸o˜es de forma para calcular a matriz de
interface sa˜o dadas por:
Ns1=
1
4
−3
8
ξ−3
8
η+1
2
ξη+1
8
ξ3+1
8
η3−1
8
ξ3η−1
8
ξη3
Ns2= −18+18ξ+18η+18ξ2−18ηξ−18ξ3−18ξ2η+18ξ3η
Ns3=
1
8
−1
8
ξ−1
8
η+1
8
ξη−1
8
η2+1
8
ξη2+1
8
η3−1
8
ξη3
Ns4=
1
4
+3
8
ξ−3
8
η−1
2
ξη−1
8
ξ3+1
8
η3+1
8
ξ3η+1
8
ξη3
Ns5=
1
8
+1
8
ξ−1
8
η−1
8
ξ2−1
8
ηξ−1
8
ξ3+1
8
ξ2η+1
8
ξ3η
Ns6=
1
8
+1
8
ξ−1
8
η−1
8
ξη−1
8
η2+1
8
ξη2+1
8
η3+1
8
ξη3
Ns7=
1
4
+3
8
ξ+3
8
η+1
2
ξη−1
8
ξ3−1
8
η3−1
8
ξ3η−1
8
ξη3
Ns8=
1
8
+1
8
ξ+1
8
η−1
8
ξ2+1
8
ηξ−1
8
ξ3−1
8
ξ2η−1
8
ξ3η
Ns9= −18−18ξ−18η−18ξη+18η2+18ξη2+18η3+18ξη3
Ns10=
1
4
−3
8
ξ+3
8
η−1
2
ξη+1
8
ξ3−1
8
η3+1
8
ξ3η+1
8
ξη3
Ns11= −18+18ξ−18η+18ξ2+18ηξ−18ξ3+18ξ2η−18ξ3η
Ns12= −18+18ξ−18η+18ξη+18η2−18ξη2+18η3−18ξη3
(4.28)
e as func¸o˜es de forma adotadas para o fluido sa˜o as usadas na primeira aproximac¸a˜o (equac¸a˜o
(4.27)). As duas aproximac¸o˜es foram testadas e os resultados sa˜o apresentados no capitulo
6.
4.4 Soluc¸a˜o do sistema acoplado
Neste trabalho usa-se o me´todo direto convencional para calcular a resposta em frequ¨eˆncia
do sistema acoplado fluido-estrutura (Direct Frequency Response). Este me´todo consiste
em resolver o sistema acoplado (equac¸a˜o (4.20) e (4.21)), para cada frequ¨eˆncia de excitac¸a˜o.
O problema de pequenas oscilac¸o˜es harmoˆnicas forc¸adas e´ considerado sendo o vetor de
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excitac¸a˜o f , que representam as forc¸as harmoˆnicas nodais atuando no sistema, que produzem
uma resposta tambe´m harmoˆnica da forma:
ffs = |ffs| ejωt
ufs = |ufs| ejωt
(4.29)
onde, |ffs| e´ a amplitude da forc¸a de excitac¸a˜o ffs, |u| e´ a amplitude da resposta ufs e ω a
frequ¨eˆncia de excitac¸a˜o.
Substituindo a equac¸a˜o (4.29) no sistema acoplado (equac¸a˜o (4.21)), tem-se:
(K− ω2M) |ufs| = |ffs|
Z |ufs| = |ffs|
(4.30)
sendo Z a matriz de impedaˆncia ou matriz dinaˆmica do sistema acoplado, expressa como:
Z =
[
Zs Zsf
Zfs Zf
]
=
[
Ks − ω2Ms Kfs
−ω2Mfs Kf − ω2Mf
]
(4.31)
Resolvendo diretamente a equac¸a˜o (4.30) para uma frequ¨eˆncia dada, tem-se a Resposta
em Frequ¨eˆncia Direta, obtida por:
|ufs| = Z−1 |ffs| (4.32)
No caso da formulac¸a˜o adotada para o sistema acoplado fluido-estrutura, a matriz de
impedaˆncia e´ na˜o sime´trica, por tanto a determinac¸a˜o da resposta em frequ¨eˆncia direta,
usando-se esta te´cnica anal´ıtica convencional, pode resultar numa baixa eficieˆncia computa-
cional. Para reduzir este inconveniente usa-se o me´todo direto com a te´cnica de matrizes
esparsas, devido ao grande numero de valores nulos nas matrizes do sistema, de maneira que
seja poss´ıvel economizar um espac¸o significativo de memo´ria se apenas os termos diferentes
de zero forem armazenados.
Existem outros me´todos para resolver o sistema acoplado com maior eficieˆncia computa-
cional, tais como os me´todos iterativos (Ma and Hagiwara, 1991), que consideram as matrizes
de impedaˆncia dos sistemas estrutural e fluidos de forma desacoplada, na˜o sendo necessa´ria
a triangularizac¸a˜o da matriz de impedaˆncia do sistema como um todo. Os me´todos par-
ticionados sofrem problemas de convergeˆncia em valores pro´ximos as ressonaˆncias e ainda
esta˜o sendo desenvolvidos.
O me´todo iterativo trabalha com a matriz de impedaˆncia desacoplada. Denota-se por Zs e
Zf como sendo as matrizes de impedaˆncia da estrutura e do domı´nio fluido, e Zsf e Zfs como
as matrizes de impedaˆncia do acoplamento. A resposta em frequ¨eˆncia |ufs| pode ser dividida
na resposta estrutural |us| e na resposta do domı´nio fluido |p|. Assim, o algoritmo iterativo
para o ca´lculo aproximado da resposta em frequ¨eˆncia, utilizando a impedaˆncia desacoplada,
pode ser descrito na seguinte sequ¨encia de passos:
• Determinar as matrizes Bfs e Bsf , definidas por:
Bfs = −Z−1f Zfs (4.33)
Bsf = −Z−1s Zsf (4.34)
• Calcular um valor de partida da resposta estrutural, u(0)s , e da resposta no domı´nio
fluido, p(0) , usando-se:
u(0)s = Z
−1
s fs (4.35)
p(0) = Bfsu
(0)
s (4.36)
• Resolver as seguintes expresso˜es iterativas para obter as m-e´simas soluc¸o˜es aproximadas
da resposta estrutural, u
(m)
s , e da resposta no domı´nio fluido, p(m), expressas por:
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u(m)s = u
(0)
s +Bsfp
(m−1), (m= 1, 2, ...) (4.37)
p(m) = Bfsu
(m)
s , (m= 1, 2, ...) (4.38)
Sendo Ns o nu´mero de graus de liberdade da estrutura e Nf o nu´mero de graus de
liberdade do domı´nio fluido, o nu´mero total das equac¸o˜es do sistema acoplado N e´ dado
pela soma de Ns +Nf . Sabe-se que resolver a equac¸a˜o acoplada para uma ordem N grande
tem maior custo computacional que solucionar as equac¸o˜es de dois sistemas com ordens
menores, Ns e Nf . Ale´m disso, na resoluc¸a˜o com as matrizes Zs e Zf , pode-se utilizar a
simetria e a banda destas matrizes, obtendo-se um ganho computacional considera´vel. As
duas estrate´gias, direta e iterativa foram implementadas e exploradas neste trabalho.
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Cap´ıtulo 5
Ana´lise de Sensibilidade
5.1 Me´todos de ana´lise de sensibilidade
A ana´lise de sensibilidade consiste em calcular as derivadas de uma ou va´rias func¸o˜es objetivo
em func¸a˜o de um nu´mero de varia´veis independentes. Quando a resposta dinaˆmica de um
sistema e´ calculada usando me´todos computacionais, existe um requerimento constante de
informac¸a˜o em relac¸a˜o a`s mudanc¸as da resposta devido a` variac¸a˜o de paraˆmetros do sistema.
Por isto, surge a necessidade de uma ra´pida reavaliac¸a˜o dos resultados quando existe este tipo
de variac¸o˜es; sendo portanto imprescind´ıvel o conhecimento da sensibilidade das func¸o˜es que
definem o comportamento do dito sistema em func¸a˜o das modificac¸o˜es de alguns paraˆmetros
do mesmo. A sensibilidade e´ encontrada em relac¸a˜o a alterac¸o˜es no projeto ou a` presenc¸a
de defeitos estruturais, este u´ltimo, permitira´ verificar a viabilidade da aplicac¸a˜o de modelos
computacionais em te´cnicas de detecc¸a˜o de falhas. Outra aplicac¸a˜o importante da ana´lise
de sensibilidade e´ em algoritmos de otimizac¸a˜o, onde a func¸a˜o objetivo e´ calculada atrave´s
da aplicac¸a˜o de me´todos nume´ricos. Existem va´rios me´todos para calcular a sensibilidade,
cada um deles com caracter´ısticas e me´ritos diferentes. A escolha do me´todo depende prin-
cipalmente da precisa˜o, a eficieˆncia computacional e a facilidade para incrementar o nu´mero
de varia´veis independentes. Os fatores que afetam a escolha do me´todo incluem: a relac¸a˜o
entre o nu´mero de func¸o˜es objetivo e o nu´mero de varia´veis independentes, a importaˆncia da
eficieˆncia computacional, e o esforc¸o humano requerido para a implementac¸a˜o ( Haug et al.,
1986, Martins, 2002).
Os me´todos de sensibilidade usados neste trabalho sera˜o apresentados a seguir.
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5.1.1 Me´todo das diferenc¸as finitas
O me´todo das diferenc¸as finitas e´ geralmente utilizado para calcular a sensibilidade em sis-
temas de pequeno porte, ou onde esta operac¸a˜o na˜o for repetida muitas vezes. Embora
esta aproximac¸a˜o na˜o seja exata nem computacionalmente eficiente, a maior vantagem deste
me´todo reside na fa´cil implementac¸a˜o. Toda aproximac¸a˜o por diferenc¸as finitas pode ser
derivada pelo truncamento de uma serie de Taylor expandida. A primeira derivada pode ser
aproximada como a diferenc¸a para frente, definida por:
df(xn)
dxn
=
f(xn + δ) + f(xn)
δ
+O(δ) (5.1)
onde, δ e´ o intervalo da diferenc¸a finita ou o passo, O(δ) e´ o erro de truncamento e neste
casso e´ uma aproximac¸a˜o de primeira ordem. E´ deseja´vel escolher um pequeno tamanho de
passo para minimizar o erro de truncamento, mas devem ser evitados valores muito pequenos
que levem ao cancelamento da diferenc¸a. Neste contexto a precisa˜o do me´todo esta´ fortemente
associado aos erros de truncamento e a precisa˜o em ponto flutuante adotada para os ca´lculos.
O custo da ana´lise de sensibilidade usando diferenc¸as finitas e´ proporcional ao nu´mero
de varia´veis de entrada, ou seja, f deve ser calculada para cada xn, onde n e´ o nu´mero de
varia´veis independentes. Usando a diferenc¸a para frente o custo sera´ de Nx+1 vezes o custo
do calculo de f . Sendo Nx o nu´mero de varia´veis.
Va´rios esquemas com atraso, avanc¸o e diferentes mı´nimos de pontos podem ser usados e
foram amplamente estudados na literatura (Klossterman, 1950).
5.1.2 Me´todos anal´ıticos
Para ana´lise de sensibilidade os me´todos anal´ıticos, tais como o me´todo adjunto e o me´todo
direto, sa˜o mais precisos e eficientes. No entanto e´ necessa´rio o conhecimento das equac¸o˜es
diferenciais e o algoritmo usado na resoluc¸a˜o, para derivar e implementar as correspondentes
equac¸o˜es na ana´lise de sensibilidade. O me´todo adjunto e´ atrativo quando o custo para
calcular a derivada de uma func¸a˜o dada e´ independente do nu´mero de varia´veis de entrada
xn. Portanto, se o nu´mero de varia´veis independentes e´ maior que o nu´mero de func¸o˜es a
serem derivadas (func¸o˜es objetivo), o me´todo adjunto e´ mais eficiente. Por outro lado, se
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o nu´mero de func¸o˜es e´ maior que o nu´mero de varia´veis de projeto o me´todo direto sera´ a
melhor escolha.
O objetivo principal do me´todo e´ calcular a sensibilidade de uma func¸a˜o de interesse com
respeito a um nu´mero de varia´veis de entrada. Esta´ func¸a˜o de interesse pode ser uma func¸a˜o
objetivo ou a pro´pria resposta de um sistema, que depende na˜o somente das varia´veis de
entrada xn, mas tambe´m do estado f´ısico do sistema yi. Genericamente, indica-se a func¸a˜o
objetivo por f(xn, yi).
As equac¸o˜es diferenciais que representam o comportamento de um sistema, podem de-
pender explicitamente de xn, na forma :
Rk(xn, yi(xn)) = 0 (5.2)
onde, Rk representa o res´ıduo da equac¸a˜o diferencial, i = 1, 2, 3..., NR nu´mero de graus
de liberdade do sistema e n = 1, 2, 3...Nx o nu´mero de varia´veis de entrada ou varia´veis
independentes.
Resolvendo-se as equac¸o˜es diferenciais, determina-se o vetor de estado yi, o qual depende
implicitamente de xn e usando-se a rega da cadeia pode-se escrever a sensibilidade total de
f com relac¸a˜o a xn, da forma:
df(xn, yi(xn))
dxn
=
∂f
∂xn
+
∂f
∂yi
dyi
dxn
(5.3)
Da mesma forma, sempre que as equac¸o˜es diferenciais forem satisfeitas, a derivada total
do res´ıduo da equac¸a˜o (5.2), deve ser igual a zero. Expandindo a derivada total das equac¸o˜es
que governam o sistema com relac¸a˜o a as varia´veis de projeto, tem-se:
dRk(xn, yi(xn))
dxn
=
∂Rk
∂xn
+
∂Rk
∂yi
dyi
dxn
= 0 (5.4)
Da equac¸a˜o (5.4) pode-se calcular a derivada total das varia´veis de estado com relac¸a˜o a`s
varia´veis independentes, da forma:
−∂Rk
∂xn
=
∂Rk
∂yi
dyi
dxn
(5.5)
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Usando-se a equac¸a˜o (5.5), o me´todo anal´ıtico direto consiste em calcular a derivada total
das varia´veis de estado com respeito aos paraˆmetros de entrada dyi
dxn
e substitu´ı-la na equac¸a˜o
(5.3) para calcular a sensibilidade das func¸o˜es objetivo f , descrito na seguinte equac¸a˜o:
df(xn, yi(xn))
dxn
=
∂f
∂xn
− ∂f
∂yi
(
∂Rk
∂yi
)−1
∂Rk
∂xn
(5.6)
Nota-se que resolvendo a sensibilidade usando este me´todo requere-se a soluc¸a˜o da equac¸a˜o
(5.5) para cada varia´vel xn. Assim, se o nu´mero de varia´veis xn e´ muito grande, torna-se
computacionalmente caro o ca´lculo de sensibilidade, fazendo-se necessa´rio calcular a inversa
da matriz ∂Rk
∂yi
para cada xn.
Por outro lado, a equac¸a˜o (5.6), pode-se ser escrita como func¸a˜o de uma varia´vel auxiliar,
chamada vetor adjunto Ψk, onde a matriz
∂Rk
∂yi
so´ deve ser avaliada uma u´nica vez para
qualquer nu´mero de varia´veis xn, na forma:
∂Rk
∂yi
Ψk = − ∂f
∂yi
(5.7)
Desta forma, o vetor adjunto e´ substituido na equac¸a˜o (5.3) para a avaliac¸a˜o da sensibil-
idade, como mostra a equac¸a˜o (5.8).
df(xn, yi(xn))
dxn
=
∂f
∂xn
+Ψk
∂Rk
∂xn
(5.8)
Nota-se que o vetor Ψk, deve ser calculado para cada func¸a˜o objetivo f . Desta forma, se
o problema necessitar da avaliac¸a˜o de um grande nu´mero de func¸o˜es objetivo, este me´todo
na˜o e´ vantajoso.
5.2 Sensibilidade estrutural
Nesta sec¸a˜o sera´ analisada a sensibilidade das func¸o˜es que definem o comportamento dinaˆmi-
co do sistema estrutural da fuselagem, em func¸a˜o das modificac¸o˜es de alguns paraˆmetros
do mesmo. Para esta aplicac¸a˜o a func¸a˜o objetivo f consiste na resposta estrutural de um
grau de liberdade especificado da estrutura (ui) com relac¸a˜o as modificac¸o˜es estruturais xn
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(espessura de revestimento, altura de reforc¸adores, etc).O res´ıduo da equac¸a˜o que governa
o comportamento dinaˆmico do domı´nio estrutural (equac¸a˜o (3.123)) e´ dado pela equac¸a˜o
(5.9), em func¸a˜o das varia´veis de estado |u|, que incluem os graus de liberdade nodais dos
elementos estruturais.
Rs = Z |u| − |f | (5.9)
Substituindo a equac¸a˜o (5.9) na equac¸a˜o (5.5), e avaliando as derivadas parciais de Rs
em relac¸a˜o a |u| e xn, e´ poss´ıvel obter a derivada total ou sensibilidade da resposta de todo
o sistema, |u|, com relac¸a˜o as varia´veis xn, atrave´s do me´todo direto, da forma:
d |u|
dxn
= −Z−1 ∂Z
∂xn
|u| (5.10)
onde, |f | na˜o varia com xn.
Assim, o segundo termo do lado direito da equac¸a˜o (5.10) devera´ se avaliado para cada
varia´vel estrutural xn. O termo
∂Z
∂xn
da equac¸a˜o (5.10), representa a derivada da matriz
dinaˆmica em relac¸a˜o a`s varia´veis estruturais que pode ser calculada na forma anal´ıtica como
segue:
∂Z
∂xn
= Z′ = K′ − ω2M′ (5.11)
onde, K′ e M′ sa˜o as derivadas anal´ıticas das matrizes de rigidez e massa respectivamente
em relac¸a˜o a xn, calculadas para cada elemento estrutural, e ω e´ a frequ¨eˆncia.
Com a finalidade de calcular a sensibilidade da resposta estrutural do sistema atrave´s
do me´todo adjunto, se faz necessa´rio a definic¸a˜o da func¸a˜o objetivo como sendo a resposta
pontual de um no´ do sistema ui, devido a que o termo
d|u|
dxn
na˜o esta explicito na definic¸a˜o de
sensibilidade deste me´todo (equac¸a˜o (5.8)).
Assim, substitu´ıdo Rs na equac¸a˜o (5.8), tem-se a sensibilidade da resposta de um no´ da
estrutura ui, em relac¸a˜o as varia´veis xn, como segue:
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dui
dxn
=
∂ui
∂xn
+Ψk
∂Z
∂xn
|u| (5.12)
onde, o vetor adjunto Ψk da equac¸a˜o (5.7), neste caso e´ avaliado para:
∂Rk
∂ |u|Ψk = −
∂ui
∂ |u| (5.13)
ou,
ZΨk = − ∂ui
∂ |u| (5.14)
O termo ∂ui
∂xn
da equac¸a˜o (5.12), representa a derivada parcial da resposta de um no´ do
sistema estrutural, em relac¸a˜o as varia´veis xn.
Nota-se que a equac¸a˜o (5.13) na˜o depende das varia´veis xn, mas depende do nu´mero
de func¸o˜es objetivos ou o nu´mero de sensibilidades requeridas, o que conduz a um custo
computacional menor quando tem-se um xn elevado comparado com o nu´mero de ui a serem
calculados.
Pode-se concluir que para avaliar a sensibilidade da resposta estrutural de um nu´mero
de varia´veis xn maior que o nu´mero de func¸o˜es objetivo (nu´mero de respostas ui), o me´todo
adjunto torna-se mais eficiente.
5.3 Sensibilidade vibroacu´stica
A ana´lise de sensibilidade vibroacu´stica envolve a avaliac¸a˜o da resposta do problema acoplado
fluido-estrutura, na presenc¸a de uma alterac¸a˜o estrutural. Pretende-se avaliar as possibili-
dades de detecc¸a˜o de falhas em estruturas (trincas, falha em prendedores, etc) a partir da
modificac¸a˜o da resposta estrutural e acu´stica devido a` existeˆncia das falhas e dos reparos. As
falhas e os reparos estruturais sera˜o representados, neste trabalho, por uma alterac¸a˜o local
de rigidez e massa.
O objetivo nesta ana´lise sera´ calcular a sensibilidade da resposta vibroacu´stica em frequ¨eˆn-
cia |ufs|, dada na equac¸a˜o (4.32), em relac¸a˜o as varia´veis xn.
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O res´ıduo Rfs da equac¸a˜o que governa o problema dinaˆmico acoplado e´ dado por:
Rfs = (Kfs − ω2Mfs) |ufs| − |ffs|
Rfs = Z |ufs| − |ffs|
(5.15)
Substituindo a equac¸a˜o (5.15) na equac¸a˜o (5.6), e avaliando as derivadas parciais de Rfs
em relac¸a˜o a
∣∣ufsi∣∣ e xn, a sensibilidade da resposta total do sistema acoplado ∣∣ufsi∣∣ com
relac¸a˜o as varia´veis xn, e´ definida diretamente pela seguinte expressa˜o:
d |ufs|
dxn
= −Z−1 ∂Z
∂xn
|ufs| (5.16)
Desta forma, usando o me´todo direto (equac¸a˜o (5.5)), e´ poss´ıvel calcular de forma ana´loga
a aplicada para a equac¸a˜o (5.10), com diferenc¸a na derivada na matriz de impedancia ( ∂Z
∂xn
),
que para o problema acoplado e´ definida por:
∂Z
∂xn
= Z′ =
[
Z′s Z′sf
Z′fs Z′f
]
=
[
K′s − ω2M′s K′fs
−ω2M′fs K′f − ω2M′f
]
(5.17)
onde, Z′s, Z′f , Z′fs e Z′sf sa˜o as derivadas anal´ıticas das matrizes de impedaˆncia dos domı´nios
estrutural e fluido e a interface respectivamente, em relac¸a˜o as varia´veis estruturais xn. A de-
pendeˆncia destas matrizes, com relac¸a˜o as varia´veis de projeto (a´rea da sec¸a˜o transversal do
elemento, espessura de placas, etc) encontra-se impl´ıcitamente definida atrave´s das equac¸o˜es
de estado da mecaˆnica vistas nos cap´ıtulos (3) e (4).
Por outro lado, aplicando o me´todo adjunto para calcular a sensibilidade da resposta de
um no´ estrutural ou acu´stico, tem-se uma expressa˜o ana´loga a` equac¸a˜o (5.12):
dufsi
dxn
=
∂ufsi
∂xn
+Ψk
∂Z
∂xn
|ufs| (5.18)
onde, Ψk e´ o vetor adjunto do sistema acoplado e ufsi e´ a resposta estrutural ou acu´stica do
no´ i.
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As expresso˜es (5.16) e (5.18) foram implementadas na linguagem Fortran, para calcular
a sensibilidade da resposta vibroacu´stica em problemas acoplados fluido-estrutura, adotando
xn como paraˆmetros dos elementos de casca (espessura), placa (espessura) e viga (altura da
sec¸a˜o transversal). Neste trabalho aplicac¸a˜o o termo da derivada parcial da func¸a˜o objetivo
com relac¸a˜o as varia´veis estruturais foi considerada nula, ou seja, para ∂ui
∂xn
= 0 em (5.12).
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Cap´ıtulo 6
Resultados Nume´ricos
A primeira parte de este cap´ıtulo tem o objetivo de validar as implementac¸o˜es computacionais
desenvolvidas. Apresenta-se uma ana´lise dos testes nume´ricos realizados nas diferentes estru-
turas previamente estudadas, com a finalidade de validar as implementac¸o˜es computacionais
para o ca´lculo da resposta dinaˆmica e vibroacu´stica. Tambe´m e´ feita uma comparac¸a˜o dos
me´todos anal´ıticos de ana´lise de sensibilidade com o me´todo das diferenc¸as finitas, da resposta
vibroacu´stica de um sistema acoplado.
Na segunda parte, apresenta-se a aplicac¸a˜o dos mo´dulos implementados, tais como: re-
sposta estrutural, resposta vibroacu´stica e ana´lise de sensibilidade, em diferentes modelos de
fuselagem de aeronaves.
Esta implementac¸a˜o foi desenvolvida, atrave´s da realizac¸a˜o de mo´dulos na linguagem
de programac¸a˜o FORTRAN90, que foram incorporadas na base de rotinas ja´ existentes
no projeto computacional MEFLAB, programa em desenvolvimento no Departamento de
Mecaˆnica Computacional da Faculdade de Engenharia Mecaˆnica da UNICAMP. Este soft-
ware esta sendo utilizado atualmente na realizac¸a˜o de teses e dissertac¸o˜es no Departamento.
O ambiente gra´fico deste programa foi desenvolvido no programa comercial GID, que e´ uma
plataforma flexivel para pre e pos-processamento de aplicac¸o˜es baseadas em me´todos de
domı´nio tais como o me´todo Elementos Finitos.
6.1 Validac¸a˜o computacional
Na sequeˆncia sera˜o apresentados os exemplos usados para validac¸a˜o da metodologia utilizada.
Na primeira parte sera˜o analisados os testes para os elementos estruturais implementados,
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seguindo com a validac¸a˜o do modelo do fluido. Tambe´m e´ feita uma comparac¸a˜o de um
problema acoplado fluido-estrutura com trabalhos existentes. Finalmente os me´todos de
ana´lise de sensibilidade anal´ıticos sa˜o comparados com o me´todo das diferenc¸as finitas para
um problema acoplado bidimensional.
6.1.1 Modelo das componentes estruturais
A validade das rotinas desenvolvidas no programa MEFLAB para o caso das componentes
estruturais foi constatada atrave´s de testes realizados sobre elementos de vigas, placas e
cascas, cuja teoria foi apresentada no cap´ıtulo 3. Estes testes consistiram em submeter os
elementos a va´rias configurac¸o˜es geome´tricas e de carga poss´ıveis para os tipos de estruturas
que cada um deles pode ser submetido. As respostas estruturais foram comparadas com
as obtidas no programa comercial para modelagem por elementos finitos ANSYS (ANSYS,
1990).
Para o caso do elemento de po´rtico (viga), foi calculada a resposta harmoˆnica, no plano e
no espac¸o, sujeitas a carregamento de trac¸a˜o, flexa˜o e torc¸a˜o. Todas as respostas coincidiram
com as obtidas usando o programa ANSYS. Como estes resultados sa˜o cla´ssicos e conhecidos,
os mesmos na˜o foram inclu´ıdos neste texto. Ja´ que foram testadas va´rias configurac¸o˜es, foi
poss´ıvel concluir que a implementac¸a˜o dos modelos de viga de Euler e Timoshenko esta˜o
corretas para os casos dinaˆmicos.
Por outro lado, os modelos de placa e casca, foram testado atrave´s do caso de casca
cil´ındrica no espac¸o. Este teste serviu para avaliar tanto a performance do elemento com
formas geome´tri-
cas irregulares como a convergeˆncia deste em func¸a˜o do refinamento da malha. Na Figura
6.1 mostra-se a geometria e as condic¸o˜es de contorno adotadas.
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1m
0,6m
livre
livre
1mm
Engastada
Engastada
E=200GPa
v=0,3
rho=7850
Figura 6.1: Geometria e condic¸o˜es de contorno da casca cil´ındrica
Nas Figuras 6.2 e 6.3, mostra-se uma comparac¸a˜o entre os valores das seis primeiras
frequ¨eˆncias naturais da casca cil´ındrica para malhas com 64 (8 elementos na direc¸a˜o longi-
tudinal x8 elementos na direc¸a˜o circunferencial) e 400 elementos (20 elementos na direc¸a˜o
longitudinal x20 elementos na direc¸a˜o circunferencial) respectivamente, calculadas usando
MEFLAB para o modelo de placa fina de Kirchhoff (K) e MEFLAB para o modelo de placa
espessa de Reissner-Mindlin (R), comparadas com as frequ¨eˆncias obtidas no programa AN-
SYS calculadas para uma malha refinada de 1600 (40 elementos na direc¸a˜o longitudinal x40
elementos na direc¸a˜o circunferencial) elementos SHELL63. Nota-se que para esta aplicac¸a˜o
de casca fina (1mm) o modelo de Kirchhoff produz resultados mais pro´ximos aos obtidos
com ANSYS do que os obtidos usando casca espessa. Estas diferenc¸as sa˜o diminu´ıdas com o
refinamento da malha, como mostram as figuras 6.2 e 6.3.
No programa MEFLAB os valores das frequ¨eˆncias naturais, sa˜o aproximados a partir da
avaliac¸a˜o da resposta dinaˆmica. Esta avaliac¸a˜o e´ feita usando-se uma estrate´gia de passo
varia´vel, onde e´ feito um refinamento do passo de frequ¨eˆncia em termos das ressonaˆncia.
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Figura 6.2: Primeiras 6 frequ¨eˆncias naturais para malha com 64 elementos da casca cil´ındrica
simplesmente apoiada
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Figura 6.3: Primeiras 6 frequ¨eˆncias naturais para malha com 400 elementos da casca cil´ındrica
simplesmente apoiada
A Tabela 6.1 mostra os valores de frequ¨eˆncias naturais calculadas da casca cil´ındrica us-
ando o MEFLAB com modelos de Kirchhoff (K) e Reissner (R). Comparando-se os valores
calculados, com os obtidos pelo programa ANSYS para uma malha de 1600 elementos, refi-
nada e convergida, tiveram-se valores ma´ximos de erros relativos de 3.3% usando elementos
de casca fina e 7.5% usando elementos de casca espessa, para a malha de 400 elementos.
Estes erros sera˜o diminuidos com o refinamento da malha para o calculo da resposta us-
ando o MEFLAB. Nota-se que as diferencias nos valores entre as frequ¨eˆncias calculadas com
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a malha de 64 elementos sa˜o muito grandes quando comparadas com a resposta da malha
refinada (ANSYS) o que significa que 64 elementos de casca sa˜o poucos para modelar este
sistema. Esto se mostra com os valores calculados no ANSYS para esta malha na quarta
coluna da Tabela 6.1.
Tabela 6.1: Comparac¸a˜o das frequ¨eˆncias naturais da casca cil´ındrica
64 elementos 400 elementos ANSYS
Modo MefLab(K) MefLab(R) ANSYS MefLab(K) MefLab(R) refinada
1 21, 5 21, 6 20, 6 12, 2 12, 3 11, 8
2 43, 9 45, 8 41, 6 32, 1 32, 4 31, 2
3 44, 8 57, 2 43, 0 33, 1 34, 3 32, 2
4 71, 7 88, 9 67, 7 58, 7 61, 3 57, 0
5 80, 6 110, 5 75, 3 62, 5 64, 2 60, 8
6 121, 4 142, 5 112, 0 99, 8 100, 1 97, 0
6.1.2 Modelo fluido
Os resultados obtidos no MefLab, na modelagem do domı´nio fluido com elementos hexae´-
dricos de 8 no´s (H8), foram comparados com resultados obtidos analiticamente (Blevins,
1995) e com ANSYS. O problema testado consiste em uma cavidade acu´stica de dimenso˜es
4x4x10 em m, com condic¸a˜o de superf´ıcie livre (pressa˜o zero) em um dos extremos. O fluido
e´ o ar com velocidade de propagac¸a˜o do som igual a 343 m/s e a cavidade foi discretizada
em 512 elementos (H8). A figura 6.4 e a Tabela 6.2 mostram as primeiras oito frequ¨eˆncias
naturais calculadas para este problema. Nota-se dos resultados mostrados a correspondeˆncia
satisfato´ria entre os resultados nume´ricos e anal´ıticos.
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Figura 6.4: Primeiras 8 frequ¨eˆncias naturais de uma cavidade acu´stica com superf´ıcie livre
em um dos extremos
Tabela 6.2: Comparac¸a˜o das frequ¨eˆncias naturais da cavidade acu´stica
MODO MefLab ANSYS ANALITICO
1 8, 5 8, 5 8, 5
2 26, 1 26, 1 25, 7
3 31, 6 31, 6 31, 5
4 40, 1 40, 1 39, 7
5 44, 0 44, 0 43, 0
6 44, 6 44, 6 43, 7
7 50, 4 50, 4 50, 0
8 54, 0 54, 0 54, 4
Usando a malha de fluido anterior o valor ma´ximo de erro relativo para oito frequ¨eˆncias
analisadas foi de 2.7% entre os valores das frequ¨eˆncias obtidas usando MefLab e as obtidas
anal´ıticamente. Os resultados obtidos no MefLab sa˜o identicos aos obtidos pelo programa
ANSYS.
6.1.3 Modelo acoplado fluido-estrutura
Com o propo´sito de validar os modelos e me´todos de soluc¸a˜o implementados para proble-
mas acoplados fluido-estrutura foram analisados e comparados os resultados obtidos usando
MefLab , para o problema tridimensional mostrado na Figura 6.5.
Este problema e´ descrito por Pavanello, 1991 e consiste em uma placa fina, engastada
em uma das extremidades, submersa em um reservato´rio de a´gua. A Figura 6.5 mostra o
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modelo por elementos finitos utilizado e a tabela 6.3 descreve as dimenso˜es e caracter´ısticas
dos domı´nios acoplados.
64 elementos de placa
Engastada na extremidade da parede
2760 elementos de fluido
128 elementos de interface
x
y
z
0,6m
0,4m
0,4m
Figura 6.5: Malha problema acoplado fluido-estrutura (placa-cavidade)
Tabela 6.3: Propriedades e constantes dos domı´nios acoplados
Caracter´ıstica Estrutura Fluido
Dimenso˜es A = 0, 2x0, 2 m2, h = 2, 9e− 3 m V = 0, 4x0.6x0, 4 m3
Mo´dulo de Young 200 GPa −
Densidade 7860 kg/m3 1000 kg/m3
Poisson 0, 3 −
Velocidade do som − 1540 m/s
O modelo tridimensional consiste em 64 (8x8) elementos de placa de Kirchhoff ou Reiss-
ner, 128 elementos de interface e 2760 elementos hexae´dricos para modelar o fluido. Os
resultados obtidos com o programa MefLab para as frequ¨eˆncias naturais e modos de vibrac¸a˜o
sa˜o comparados com os resultados nume´ricos e experimentais obtidos em Pavanello, 1991.
Observa-se nas tabelas 6.4 e 6.5 os valores das 5 primeiras frequ¨eˆncias naturais do prob-
lema. Na Tabela 6.4 mostra-se o resultado para da placa desacoplada, usando os diferentes
modelos de placa implementados e os obtidos experimentalmente em Pavanello, 1991. Na
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Tabela 6.5 sa˜o comparados os resultados para a placa submersa na a´gua, usando-se as difer-
entes te´cnicas de implementac¸a˜o, explicadas na sec¸a˜o 4, para acoplamento dos graus de
liberdade de translac¸a˜o e de translac¸a˜o e rotac¸a˜o para o segundo e uma placa modelada com
a teoria de Kirchhoff. Mostra-se nesta u´ltima tabela os resultados para duas condic¸o˜es de
contorno diferentes para o domı´nio fluido, respectivamente por:
• C1 = Parede r´ıgida em x = 0, 0, 4; y = 0, 0, 6 e z = 0 ; p=0 em z = 0, 4.
• C2 = Parede r´ıgida em x = 0 e z = 0; p=0 em x = 0, 4; y = 0, 0, 6 e z = 0, 4.
Tabela 6.4: Frequ¨eˆncias naturais da estrutura desacopladas
MODO Frequ¨eˆncias Secas
MEDIDO ANAL´ıTICO MefLab (Kirch) MefLab (Reiss)
1 60, 4 61, 5 61, 2 61, 2
2 146, 0 150, 2 149, 8 150, 0
3 369, 0 377, 5 376, 2 376, 2
4 484, 0 481, 4 478, 2 480, 0
5 536, 0 547, 9 545, 4 548, 0
Tabela 6.5: Frequ¨eˆncias naturais do problema acoplado placa-cavidade
MODO Frequ¨eˆncias Acopladas
MEDIDO MefLab(C2) MefLab(rot)(C2) MefLab(C1) MefLab(rot)(C1)
1 27, 9− 29, 7 31, 8 32, 0 32, 8 31, 8
2 82, 6 96, 6 94, 7 99, 6 94, 8
3 194, 0 217, 1 204, 5 221, 6 203, 9
4 292, 0 336, 6 290, 3 345, 8 290, 4
5 321, 0 375, 0 307, 0 383, 5 307, 1
Nota-se na Tabela 6.5 a variac¸a˜o dos resultados devido a` mudanc¸a das condic¸o˜es de
contorno. Desta forma, as diferenc¸as entre os valores de frequ¨eˆncias medidos e os obtidos
nume´ricamente podem ser causadas pela escolha de condic¸o˜es de contornos diferentes as
usadas no trabalho de Pavanello, 1991. Como o objetivo principal deste trabalho e´ calcu-
lar a sensibilidade vibroacu´stica, este tipo de problemas acoplados fluido-estrutura na˜o foi
estudado com detalhe, e se faz indispensa´vel uma comparac¸a˜o experimental dos resultados
obtidos com o MefLab. O principal objetivo com este to´pico e´ o de realizar o modelo acoplado
como ferramenta necessa´ria para a ana´lise de sensibilidade.
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Observa-se nas figuras 6.6 e 6.7 as formas dos primeiros 3 modos acoplados estruturais
e em pressa˜o, para as condic¸o˜es de contorno C1, encontrando correspondeˆncia com os perfis
dos modos estruturais obtidos por Pavanello, 1991.
Modo 1 Modo 2
Modo 3
Figura 6.6: Modos estruturais (placa) acoplados do modelo placa-cavidade.
A Figura 6.7 mostra a distribuic¸a˜o das presso˜es para um plano de corte da cavidade em
y = 0, 3.
85
Modo acústico 1 Modo acústico  2
Modo  acústico 3
Figura 6.7: Modos acu´sticos acoplados do modelo placa-cavidade, plano y = 0, 3.
6.1.4 Validac¸a˜o dos me´todos de ana´lise sensibilidade
Para verificar a validade da ana´lise de sensibilidade, comparam-se os resultados semi-anal´ıti-
cos (direto e adjunto) com os resultados obtidos pelo me´todo das diferencias finitas (me´todo
iterativo). O problema usado para esta ana´lise e´ mostrado na Figura 6.8 e consiste em uma
cavidade acu´stica retangular bidimensional com o lado superior flex´ıvel modelada como viga
de sec¸a˜o transversal retangular, simplesmente apoiada de 2m de comprimento. O domı´nio
fluido e´ agua, e sa˜o adotadas condic¸o˜es de contorno de parede r´ıgida no fundo e nas laterais
da cavidade. A malha adotada para este caso e´ mostrada na Figura 6.8 e as dimenso˜es e
propriedades assumidas sa˜o mostradas na Tabela 6.6.
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8 elementos de viga 56 elementos de fluido (água)
2m
parede rígida
parede rígida
parede rígida
1m
elementos 
com defeito
Figura 6.8: Malha para ana´lise de sensibilidade do modelo cavidade retangular
Tabela 6.6: Propriedades e constantes do modelo acoplado viga-cavidade
Caracter´ıstica Estrutura Fluido(a´gua)
Ae´rea sec¸a˜o 1, 6e− 5 m2 −
Momento Ine´rcia Iz 8, 53e− 11 m4 −
Mo´dulo de Young 200e9 Pa −
Densidade 7850 kg/m3 1000 kg/m3
Poisson 0, 3 −
Velocidade do som − 1500 m/s
Usando as rotinas implementadas no MefLab, foram calculadas a sensibilidade da resposta
em frequ¨eˆncia acu´stica na presenc¸a de um defeito estrutural. A func¸a˜o de sensibilidade foi
avaliada para um no´ especifico, variando-se as frequ¨eˆncias de ana´lise entre 1 e 8 Hz, que e´
uma faixa que inclui treˆs ressonaˆncias do sistema acoplado. O defeito estrutural consiste na
alterac¸a˜o da altura da sec¸a˜o transversal do elementos de viga marcado com circulo na Figura
6.8. A Figura 6.9 mostra as func¸o˜es sensibilidade calculadas usando os me´todos anal´ıticos e
das diferenc¸as finitas.
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Figura 6.9: Sensibilidade da resposta acu´stica a` modificac¸a˜o da altura da sec¸a˜o transversal
do um elemento estrutural para o problema de caixa bidimensional.
Observa-se uma boa concordaˆncia entre os resultados anal´ıticos e aqueles obtidos por
diferen-
c¸as finitas. No ca´lculo de diferenc¸as finitas adotou-se uma variac¸a˜o de altura da sec¸a˜o
transversal da viga com defeito de 1%, o que se mostrou suficientemente pequeno para a
convergeˆncia desta te´cnica, sem demostrar instabilidade nume´rica devido aos erros de trun-
camento.
Os testes preliminares mostraram que as implementac¸o˜es baseadas nos me´todos semi-
anal´ıti-
cos fornecem bons resultados quando comparados com a te´cnica de diferenc¸as finitas. Isso
demostra a precisa˜o dos me´todos e a validac¸a˜o das implementac¸o˜es efetuadas.
Uma ana´lise do custo computacional relativo dos me´todos semi-anal´ıticos e das diferenc¸as
finitas foi efetuado, mostrando-se na Tabela 6.7 os tempos de processamento dos me´todos
semi-anal´ıticos, relativos aos tempos usados como o me´todo das diferenc¸as finitas (tempo-
diferenc¸as finitas/tempo-me´todos semi-anal´ıticos) usados para calcular a sensibilidade acu´stica
do problema da cavidade bidimensional mostrada na Figura 6.8, variando-se o nu´mero de
func¸o˜es objetivo f (resposta acu´stica) e o nu´mero de varia´veis independentes n (nu´mero de
elementos de viga com variac¸a˜o na altura da sec¸a˜o).
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Tabela 6.7: Propriedades e constantes dos reforc¸adores e cavernas
Me´todo f = 1 e n = 1 f = 10 e n = 1 f = 1 e n = 8
Diferencias finitas 1 0, 16 0, 26
Direto 1 1 0, 153
Adjunto 1 0, 125 1
Note-se na tabela 6.7 que os me´todos semi-anal´ıticos tiveram maior eficieˆncia computa-
cional para todos os casos analisados. Tambe´m nota-se que para um nu´mero maior de func¸o˜es
objetivo, o me´todo direto apresenta menor custo computacional. Por outro lado, se o nu´mero
de varia´veis xn aumenta, o me´todo adjunto e´ a melhor escolha para este caso. Um estado
mais espec´ıfico do custo computacional, para malhas de diferentes ordens deve ser realizado,
para confirmar a tendeˆncia encontrada no caso anterior.
6.2 Aplicac¸a˜o em fuselagens
A fuselagem de uma aeronave e´ formada por uma casca reforc¸ada, referedida como uma
construc¸a˜o monocoque (Niu, 1988). Uma casca puramente monocoque e´ um tubo simples
na˜o reforc¸ado cuja eficieˆncia estrutural e´ baixa. Para suportar o revestimento, geralmente
com espessura, bem fina, e´ necessa´rio incluir reforc¸adores longitudinais e transversais no
sistema.
Assim, uma fuselagem e´ uma estrutura que conte´m elementos de reforc¸o longitudinais
(reforc¸adores), elementos transversais (cavernas) e placas de fechamento externas. Os elemen-
tos longitudinais suportam a maior parte dos momentos fletores e forc¸as axiais resultantes.
A placa de fechamento da fuselagem suporta o cisalhamento resultante das forc¸as transver-
sais e torcionais e a pressa˜o de cabina. As cavernas (frames) servem primeiramente para
manter a forma da fuselagem, para reduzir o comprimento livre dos reforc¸adores e prevenir a
instabilidade da estrutura. O carregamento se distribui nos reforc¸adores e no revestimento,
e como consequ¨eˆncia, as estruturas resultantes sa˜o construc¸o˜es leves.
Estes sistemas sa˜o muito eficientes para resistir a`s cargas de trac¸a˜o e cisalhamento no plano
da casca, e deve ser reforc¸ado para que os membros longitudinais e transversais suportem
cargas de compressa˜o e cargas normais ao plano da casca. As estruturas monocoque (Figura
6.10) sa˜o usadas como elemento representativo de uma fuselagem aerona´utica e se aplicam
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ao estudo de falhas localizadas, para avaliac¸a˜o de flexibilidade no projeto, estudos sobre o
controle de ruido interior, avaliac¸a˜o de novas te´cnicas de fabricac¸a˜o, estudo de propagac¸a˜o
de trincas e toleraˆncia ao dano.
Figura 6.10: Estrutura monocoque, modelo de fuselagem de aeronaves. adaptado de
Grosveld, 1998.
Apresenta-se a seguir as caracter´ısticas e propriedades dos modelos de fuselagem de aeron-
aves analisados ao longo desta sec¸a˜o, restringindo-se a`s estruturas do tipo monocoque, con-
forme ao descrito anteriormente.
6.2.1 Modelo bidimensional de fuselagem
Um modelo simplificado de fuselagem referente ao corte transversal, proposto por Sandberg
and Goransson, 1988, com cavidade acu´stica interior e´ mostrado na Figura 6.11. A placa
de fechamento externa da fuselagem e´ modelada com elementos de viga de Timoshenko e
a cavidade acu´stica com elementos quadrilaterais analisados no cap´ıtulo 4, tanto para a
interface quanto para o resto do fluido. O modelo conte´m 156 elementos estruturais, e 528
elementos para o fluido. As caracter´ısticas e propriedades do modelo sa˜o mostradas na Tabela
6.8.
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Figura 6.11: Modelo bidimensional de fuselagem.
Tabela 6.8: Propriedades e constantes do modelo bidimensional de fuselagem
Caracter´ıstica Estrutura Fluido
Espessura do revestimento 0, 01 m −
Ae´rea sec¸a˜o 0, 01 m2 −
Momento Ine´rcia Iz 8, 33e− 8 m4 −
Mo´dulo de Young 70e9 Pa −
Densidade 2700 kg/m3 1, 2 kg/m3
Poisson 0, 3 −
Velocidade do som − 343 m/s
Nas figuras 6.12 e 6.13 sa˜o representadas a resposta em frequ¨eˆncia acu´stica e estrutural
respectivamente para o modelo considerando uma forc¸a pontual de excitac¸a˜o aplicada em um
no´ estrutural. Assim como a resposta para os treˆs primeiros modos operacionais de vibrac¸a˜o,
acu´sticos e estruturais.
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Figura 6.12: Resposta em frequ¨eˆncia acu´stica e modos de vibrac¸a˜o; modelo acoplado bi-
dimensional de fuselagem.
Os mapas de cores da Figura 6.12 representam o campo escalar de pressa˜o no interior da
fuselagem, onde a cor azul representa os valores mı´nimos de pressa˜o relativa calculados e a
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cor vermelha os valores ma´ximos.
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Figura 6.13: Resposta em frequ¨eˆncia da parte estrutural e modos de vibrac¸a˜o; modelo
acoplado bi-dimensional de fuselagem..
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Os treˆs primeiros modos operacionais do modelo acoplado foram calculados para 8.3 Hz,
16.5 Hz e 20 Hz respectivamente, e aparecem nas mesmas frequ¨eˆncias tanto no domı´nio fluido
(Figura 6.12) como no domı´nio estrutural (Figura 6.13). Nota-se ainda uma correlac¸a˜o entre
os valores ma´ximos dos no´s dos modos operacionais obtidos para o fluido e para estrutura,
evidenciando o acoplamento fluido-estrutura.
As modificac¸o˜es estruturais, como aumento ou reduc¸a˜o na altura da sec¸a˜o da viga por
exemplo, causam mudanc¸as na resposta vibroacu´stica do sistema estudado. Mostra-se nas
figuras 6.14 e 6.15 as mudanc¸as na func¸a˜o da resposta em frequ¨eˆncia (FRF) acu´stica e estru-
tural devido a diminuic¸a˜o de 50% do valor da altura da sec¸a˜o transversal da viga marcada com
um c´ırculo nestas figuras. Nota-se a variac¸a˜o nos valores das frequ¨eˆncias para as ma´ximas
amplitudes e a mudanc¸a no campo de pressa˜o (6.14) e distribuic¸a˜o dos deslocamentos (6.15)
para a frequ¨eˆncia esperc´ıfica de 15 Hz.
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Figura 6.14: FRF e campo de pressa˜o interna com e sem defeito estrutural. a.Sem defeito,
b. Com defeito
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Figura 6.15: FRF e distribuic¸a˜o de deslocamentos na estrutura com e sem defeito estrutural.
a.Sem defeito, b. Com defeito
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Os resultados mostram que a ana´lise direta da resposta, na˜o permite estimar facilmente
a influeˆncia dos defeitos, que alteram pouco a resposta do sistema.
Com a finalidade de descrever as alterac¸o˜es do comportamento do sistema, de uma forma
mais objetiva, na presenc¸a de defeitos estruturais, foi desenvolvido o mo´dulo de ana´lise de
sensibilidade da resposta,para o caso do modelo bidimensional de fuselagem. Desta forma,
na Figura 6.16 apresenta-se a sensibilidade da resposta acu´stica de um no´ do domı´nio fluido,
cuja localizac¸a˜o esta´ demarcada com um quadro, sobre a malha da Figura 6.16. Neste
caso, as curvas de sensibilidade sa˜o avaliadas na faixa de baixas frequ¨eˆncias, para diferentes
localizac¸o˜es de defeitos. O eixo de localizac¸a˜o do defeito da Figura 6.16 representa o nu´mero
de identificac¸a˜o do elemento de viga que possui o defeito. Com este resultado e´ poss´ıvel
determinar a localizac¸a˜o do defeito que produz a maior sensibilidade na resposta de um
determinado ponto acu´stico.
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Figura 6.16: Sensibilidade acu´stica para diferentes localizac¸o˜es de defeitos do modelo bidi-
mensional de fuselagem.
Por outro lado, tambe´m e´ poss´ıvel calcular a distribuic¸a˜o de sensibilidade da resposta
acu´stica do modelo, na presenc¸a de um u´nico defeito, conforme mostrado na Figura 6.17,
para diferentes frequ¨eˆncias de excitac¸a˜o. Com este resultado e´ poss´ıvel avaliar a influeˆncia
da localizac¸a˜o de um defeito na estrutura, sobre a distribuic¸a˜o da func¸a˜o de sensibilidade do
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sistema.
8.3 Hz
16.5 Hz
20 Hz
defeito defeito
defeito
Figura 6.17: Distribuic¸a˜o da sensibilidade acu´stica na presenc¸a de um defeito do modelo
bidimensional de fuselagem.
Nota-se, que a distribuic¸a˜o da sensibilidade acu´stica deste modelo possui a forma da dis-
tribuic¸a˜o de pressa˜o, mostrada na Figura 6.12. Isto evidencia o fato de que pro´ximo as
frequ¨eˆncias de ressonaˆncia, a distribuic¸a˜o da func¸a˜o de sensibilidade e´ pro´xima da forma do
modo operacional.
6.2.2 Modelo tridimensional de fuselagem
O primeiro modelo tridimensional de fuselagem analisado, consiste em um monocoque de
1.2 m de raio e 3.6 m de comprimento, mostrado na Figura 6.18.a, cujo revestimento e´
modelado com elementos de casca e os reforc¸adores e cavernas com elementos de viga. A
malha de elementos finitos e´ mostrada na Figura 6.18.b, e as propriedades e dimenso˜es sa˜o
descritas na Tabela 6.9. As caracter´ısticas e condic¸o˜es de contorno adotadas no modelo sa˜o
consistentes com modelos de fuselagem ja´ estudados (Grosveld, 2002). Assim, as condic¸o˜es
de contorno assumidas para este problema consistem na restric¸o˜es de translac¸a˜o e rotac¸a˜o
nos extremos do cilindro.
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Figura 6.18: Modelo estrutural de fuselagem tridimensional.
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Na tabela 6.9 as varia´veis kci com i = x, y, z sa˜o os coeficientes de cisalhamento nas
direc¸o˜es especificadas da viga. Estes coeficientes depende do tipo de sec¸a˜o transversal das
vigas que modelam os reforc¸adores. Neste modelo de fuselagem os reforc¸adores longitudinais
forma modelados por vigas de sec¸a˜o transversal em T e as cavernas com vigas de sec¸a˜o
transversal tipo caixa˜o.
Tabela 6.9: Propriedades e constantes do modelo tridimensional de fuselagem
Caracter´ıstica Estrutura Fluido
Ae´rea sec¸a˜o reforc¸adores 9, 68x10−5 m2 −
Izz reforc¸adores 1, 45x10
−8 m4 −
Iyy reforc¸adores 1, 05x10
−8 m4 −
Ixx reforc¸adores 2, 5x10
−8 m4 −
kcz reforc¸adores 2, 38 −
kcy reforc¸adores 4, 01 −
Ae´rea sec¸a˜o cavernas 2, 27x10−4 m2 −
Izz cavernas 7, 24x10
−8 m3 −
Iyy cavernas 7, 24x10
−8 m3 −
Ixx cavernas 1, 45x10
−7 m3 −
kcz cavernas 1 −
kcy cavernas 1 −
Mo´dulo de Young 69e9 Pa −
Densidade 2710 kg/m3 1, 2 kg/m3
Poisson 0, 3 −
Velocidade do som − 343 m/s
A Figura 6.19 mostra a resposta estrutural do modelo tridimensional de fuselagem nas
frequ¨eˆncias de 93.9 Hz, 101.7 Hz, 214.2 Hz, as quais correspondem as treˆs primeiras
frequ¨eˆncias naturais, que foram encontradas entre 0 e 220 Hz.
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93.9 Hz
101.7 Hz
214.2 Hz
Figura 6.19: Primeiros modos estruturais da fuselagem tridimensional.
Usando-se os me´todos de sensibilidade e´ poss´ıvel calcular a sensibilidade da resposta do
sistema na presenc¸a de algum defeito na estrutura. A Figura 6.20 mostra a distribuic¸a˜o de
sensibilidade da resposta estrutural (deslocamentos) a um defeito localizado no elemento de
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casca marcado com c´ırculo. Este defeito consiste na variac¸a˜o da espessura de um elemento
de casca, marcado com c´ırculo na Figura 6.20.
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Figura 6.20: Sensibilidade da resposta estrutural.
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Sa˜o avaliadas a sensibilidade dos deslocamentos, para as frequ¨eˆncias de 90.9 Hz, 92.5 Hz
e 93.9 Hz. Nota-se para frequ¨eˆncias diferentes da primeira frequ¨eˆncia de 93.9 Hz, os maiores
valores de sensibilidade sa˜o obtidos nas proximidades do elemento que possui o defeito. Por
outro lado, quando a frequ¨eˆncia e´ muito pro´xima de uma frequ¨eˆncia natural a distribuic¸a˜o
de sensibilidade e´ similar a` distribuic¸a˜o do modo estrutural mostrado na Figura 6.19.
A Figura 6.22 mostra a sensibilidade da resposta estrutural do ponto marcado na Figura
6.21, na presenc¸a de defeitos localizados em quatro elementos distintos, na faixa de frequ¨eˆncias
de 0− 200 Hz, para o modelo estrutural de fuselagem tridimensional.
localização
do defeito 1
localização do
defeito 2
localizacao do
defeito 4
localização
do defeito 3
Avaliação da
sensibilidade
Figura 6.21: Localizac¸a˜o de defeitos no modelo de fuselagem 3D.
Nota-se que a variac¸a˜o na amplitude da sensibilidade depende tanto do valor da frequ¨eˆncia
quanto da localizac¸a˜o do defeito. Com a finalidade de estimar qual localizac¸a˜o de defeito gera
maior sensibilidade da resposta estrutural, e´ necessa´rio o refinamento no valor das frequ¨eˆncias
(∆f). Mostrou-se este resultado como exemplo de aplicac¸a˜o dos mo´dulos implementados para
ana´lise de sensibilidade.
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Figura 6.22: Sensibilidade da resposta estrutural do modelo de fuselagem 3D.
6.2.3 Modelo acoplado tridimensional de fuselagem
Este segundo modelo de fuselagem e´ desenvolvido com a finalidade de calcular a resposta
vibroacu´stica do sistema acoplado (estrutura-ar interior). O modelo mostrado na Figura 6.23
consiste em um cilindro de 1.2 m de raio e 3.6 m de comprimento modelado com elementos
de casca, reforc¸ado com 6 cavernas, e 8 reforc¸adores longitudinais, modelados com elementos
de viga, cujas propriedades sa˜o mostradas na Tabela 6.9. Os deslocamentos das cavernas
externas foram fixadas, com vetor nulo, e um carregamento unita´rio pontual (mostrado na
Figura 6.23 ) foi aplicado com a finalidade de calcular as func¸o˜es de resposta em frequ¨eˆncia
e determinar na sequ¨eˆncia as frequ¨eˆncias naturais e os modos operacionais, acoplados, de
vibrac¸a˜o.
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Figura 6.23: Modelo acoplado de fuselagem.
A Tabela 6.10 mostra os valores das primeiras 6 frequ¨eˆncia naturais dos domı´nios estrutu-
ral e acu´stico desacoplados, isto e´, empregando a formulac¸a˜o apresentada nas sec¸o˜es (3) e (4.1)
respectivamente. Ainda na Tabela 6.10 mostram-se os valores das primeiras 6 frequ¨eˆncias da
estrutura casca-reforc¸adores acoplada com ar interior, implementando a formulac¸a˜o estudada
na sec¸a˜o (4.4).
Tabela 6.10: Frequ¨eˆncias naturais do sistema acoplado (Hz)
MODO ESTRUTURA FLUIDO INTERIOR SISTEMA ACOPLADO
1 102, 2 84, 2 82, 0
2 124, 6 140, 4 93, 8
3 145, 6 167, 0 95, 2
4 163, 2 169, 8 121, 2
5 167, 2 177, 4 145, 2
6 168, 6 194, 0 158, 4
As figuras 6.24 e 6.25 mostram a resposta vibroacu´stica do sistema acoplado, para as
fequ¨eˆncia de 82 Hz e 121.2 Hz.
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Figura 6.24: Resposta vibroacu´stica do modelo de fuselagem acoplado (82 Hz).
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Figura 6.25: Resposta vibroacu´stica do modelo de fuselagem acoplado (121.2 Hz).
Fazendo-se uma ana´lise de sensibilidade da resposta vibroacu´stica para um no´ acu´stico do
sistema de fuselagem acoplado, na presenc¸a de quatro localizac¸o˜es diferentes de defeitos estru-
turais, como mostrado na Figura 6.26, e´ obtida a magnitude da sensibilidade vibroacu´stica na
presenc¸a de cada defeito, avaliada na faixa de frequ¨eˆncias de 74 e 90 Hz, como mostrada na
Figura 6.27. Nota-se na Figura 6.27 a tendeˆncia a encontrar maiores valores de sensibilidade
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pro´ximos a` primeira frequ¨eˆncia de ressonaˆncia do sistema acoplado (82 Hz).
Defeito 1 
Defeito 2 Defeito 3 
Defeito 4 
Avaliação da
sensibilidade
Figura 6.26: Localizac¸a˜o de defeitos para ana´lise de sensibilidade do modelo de fuselagem
acoplado.
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Figura 6.27: Ana´lise de sensibilidade vibroacu´stica do modelo de fuselagem acoplado para
quatro localizac¸o˜es de defeitos estruturais.
As Figuras 6.28 e 6.29 mostram a distribuic¸a˜o de sensibilidade da resposta estrutural
(deslocamentos) na presenc¸a de um defeito na localizac¸a˜o 1 nas frequ¨eˆncias de 79.9 Hz e
80.7 Hz, respectivamente. Este defeito consiste na variac¸a˜o da espessura de um elemento de
casca marcado.
111
Defeito 1 Defeito 1
Figura 6.28: Distribuic¸a˜o da sensibilidade estrutural do modelo de fuselagem acoplado
(79.9 Hz e 80.7 Hz)
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Figura 6.29: Distribuic¸a˜o da sensibilidade estrutural do modelo de fuselagem acoplado
(81.5 Hz e 82.2 Hz)
Nota-se nas Figuras 6.28, 6.30, 6.31 e 6.29 a correspondeˆncia na distribuic¸a˜o da sensi-
bilidade estrutural do sistema acoplado, com a sensibilidade obtida no modelo so´ estrutural
de fuselagem. Isto e´, os maiores valores de sensibilidade sa˜o obtidos nas proximidades do
elemento que possui o defeito para frequ¨eˆncias afastadas da frequ¨eˆncia natural e quando
a frequ¨eˆncia e´ muito pro´xima de uma frequ¨eˆncia natural a distribuic¸a˜o de sensibilidade e´
similar a` distribuic¸a˜o de deslocamentos e presso˜es.
As Figuras 6.30 e 6.31 mostram a distribuic¸a˜o de sensibilidade da resposta acu´stica
(presso˜es) na presenc¸a de um defeito na localizac¸a˜o 1 nas frequ¨eˆncias de 79.9 Hz e 80.7 Hz,
respectivamente. Este defeito consiste na variac¸a˜o da espessura de um elemento de casca
marcado.
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Figura 6.30: Distribuic¸a˜o da sensibilidade acu´stica do modelo de fuselagem acoplado (79.9 Hz
e 80.7 Hz)
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Figura 6.31: Distribuic¸a˜o da sensibilidade acu´stica do modelo de fuselagem acoplado (81.5 Hz
e 82.2 Hz)
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Cap´ıtulo 7
Concluso˜es e Sugesto˜es
Neste capitulo sa˜o apresentadas as concluso˜es e discusso˜es pertinentes as desenvolvimento
desta dissertac¸a˜o. Ao final do cap´ıtulo sa˜o feitas algumas sugesto˜es de trabalhos futuros
para um maior aprofundamento em alguns to´picos estudados.
7.1 Concluso˜es
Os resultados obtidos mostraram que existem mudanc¸as no comportamento estrutural e
acu´stico de um sistema acoplado fluido-estrutura sujeito a modificac¸o˜es em algum paraˆmetro
estrutural.
O me´todo nume´rico de Elementos Finitos, aplicado as formulac¸o˜es em deslocamentos e
presso˜es (u− p), constitui uma ferramenta u´til para a ana´lise de sensibilidade vibroacu´stica
de paine´is aerona´uticos. Os deslocamentos de casca e viga tridimensionais foram estudados
e implementados em um programa dedicado a` ana´lise estrutural usando o Me´todo dos El-
ementos Finitos, que foi testado e validado no aˆmbito deste trabalho. Para o mo´dulo de
acoplamento fluido-estrutura usou-se a estrate´gia de interface conforme com a continuidade
modal, o que permite obter bons resultados para o caso acoplado. Do pontos de vista de
ana´lise de vibroacu´stica de paine´is reforc¸ados, o simulador gerado e´ relativamente geral, re-
stando a implementac¸a˜o de elementos de viga com sec¸o˜es na˜o sime´tricas, para representar os
reforc¸adores.
Usando-se o procedimento de ana´lise de sensibilidade, apresentado nesta dissertac¸a˜o, e´
poss´ıvel conhecer as mudanc¸as na resposta de um sistema acoplado acu´stico-estrutural, pro-
duzidas pela presenc¸a de defeitos estruturais.
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O me´todo adjunto para ana´lise de sensibilidade torna-se mais eficiente quando o nu´mero
de defeitos localizados e´ maior que o nu´mero de func¸o˜es objetivo ou sensibilidades a ser
avaliadas. O me´todo direto de ana´lise de sensibilidade e´ mais aplicado para o caso de desejar
avaliar varias func¸o˜es objetivo, considerando poucos defeitos estruturais.
O procedimento para ana´lise de sensibilidade apresentado, pode ser aplicado para detecc¸a˜o
de falhas estruturais, atrave´s das diferenc¸as na resposta vibroacu´stica, obtidas de forma
experimental e nume´rica.
A implementac¸a˜o, usando a linguagem Fortran90, foi baseada em mo´dulos de resoluc¸a˜o
baseados em matrizes esparsas, que permite a soluc¸a˜o de problemas com um nu´mero con-
sidera´vel de graus de liberdade com boa eficieˆncia computacional. As estrate´gias baseadas
em matrizes na˜o sime´tricas demandam muito esforc¸o computacional em termos de memo´ria e
CPU, acarretando dezenas de horas para a soluc¸a˜o de um problema de ana´lise de sensibilidade
de um sistema acoplado em uma faixa relativamente limitada de frequ¨eˆncias.
7.2 Sugesto˜es para trabalhos futuros
Para trabalhos futuros sugere-se a implementac¸a˜o de modelos de paine´is aerona´uticos mais
completos, incluindo-se os efeitos de amortecimento, atrave´s da modelagem de materiais
poro-absorvedores e viscoela´sticos, ale´m de inclusa˜o dos modelos de defeitos estruturais e de
reparos, tipicamente encontrados neste tipo de estruturas.
Particularmente para a modelagem de estruturas aerona´uticas reparadas, podem-se de-
senvolver mo´dulos para modelar os mecanismos de fixac¸a˜o cola-rebite e a modelagem de
materiais compo´sitos na confecc¸a˜o de reparos estruturais.
Outros me´todos de resoluc¸a˜o, computacionalmente mais eficientes, como os me´todos par-
ticionados para ana´lise de problemas acoplados, podem ser usados para calcular resposta
acu´stico-estrutural e ana´lise de sensibilidade. Nesta linha de pesquisa duas vertentes podem
ser encaminhadas: o uso de te´cnicas de reduc¸a˜o modal e o uso de te´cnicas particionadas no
domı´nio do tempo e da frequ¨eˆncia.
A implementac¸a˜o aqui desenvolvida devera´ ser validada com resultados experimentais em
modelos representativos de paine´is aerona´uticos, incluindo-se defeitos e reparos estruturais
colados e rebitados.
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